Caracteristicas de las funciones
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1. Dominio

El dominio de una funcién es el conjunto de valores de la = que tienen imagen. Es
decir, todos los niimeros por los que podemos sustituir la = y que nos dan un resultado
numeérico.

1.1. Calculo analitico del dominio

Para calcular el dominio analiticamente tenemos que tener en cuenta el tipo de fun-
cién que estamos calculando, vamos a ver cémo se calcula el dominio de las funciones mas

comunes:

Calculo de dominios de funciones polinémicas
Una funcién polinémica es una expresion de la forma:
f(x) =ax™ +bx™ ' a2+ .+ d

El dominio de estas funciones es el mas facil de calcular, ya que no hay ninguna restriccion
para los niimeros por los cuales podemos sustituir la x.

EL dominio de una funcién polinémica son todos los niimeros reales:
Dom{f(z)} =R

Ejemplo: Calcula el dominio de la funcién f(z) = —5x* + 223 + 922 —

Dom{f(x)} = R

@ercicio: Calcula el dominio de las siguientes funciones: \

a) f(r) =322 -4z +1

d) f(z)=-a*+32*+2z+x




Calculo de dominios de funciones racionales

Una funcién racional es una expresién que tiene z en el denominador.

Como ya sabréis todos, la divisién entre 0 no existe, por tanto, el dominio de una funcién
racional seran todos los niimeros excepto los que hacen 0 el denominador.

Para calcular el dominio de una funcién racional debemos seguir los siguientes pasos:

1. Coger el denominador e igualarlo a cero
2. Resolver la ecuacion y nos da varias soluciones: x1, 2o, ...

3. EL dominio de una funcién polinémica son todos los niimeros reales me-
nos los que hacen 0 el denominador:

Dom{f(z)} =R — {z1, 22, ...}

Ejemplo: Calcula el dominio de la siguiente funcién:

x1:+2
172:—2

r+3 x2—4:O:>a:2:4x::|:\/Z:{
12 —4

Dom{f(z)} =R —{-2,4+2}

Ejercicio: Calcula el dominio de las siguientes funciones:

a) flz) = % Sol: Dom(f(x)) = R — {0,—5/3)
b) f(z) = % Sol:Dom(f(z)) = R — {—1,2}
¢) flx) = 6;5_* 41 Sol: Dom(f(x)) = R — {—2,2}

Q) () = - ! - Sol: Dom(f(z)) = R — {2}




Calculo de dominios de funciones irracionales

Una funcién irracional es una expresion que tiene x dentro de una raiz.

Es ya sabidiiiisimo por todos vosotros que no existen raices de nimeros negativos, por
tanto, el dominio de la funcién seran todos los nimeros que hacen que el radicando sea
positivo o igual a 0.

Para calcular el dominio de una funcién irracional debemos seguir los siguientes pasos:

1. Coger el radicando y plantear la inecuacién: radicando > 0
2. Resolver la inecuacion

3. EL dominio sera el resultado de esa inecuacién

Dom{ f(x)} = Intervalos de la inecuacién

Ejemplo: Calcula el dominio de la siguiente funcion:

fz) =V1—2a?

Gjercieio: Calcula el dominio de las siguientes funciones: \
a) f(x) =322 —14x =5 Sol:Dom(f(x)) = (—o0,—1/3] U [5, 00)

b) f(z) =2z —12 Sol:Dom(f(x)) = [6,00)

c) flz) =Vat — a2 Sol:Dom(f(z)) = [—1, 00)

d) f(x) =3z +5 Sol:Dom(f(x)) = [-5/3,00)




Calculo de dominios de funciones logaritimicas

Una funcién logaritmica es una expresién que tiene x dentro de un logaritmo.

Como deberiais saber, no existen logaritmos de niimeros negativos ni el logaritmo del cero,
por tanto, el dominio de la funcién seran todos los nimeros que hacen que el radicando
sea positivo.

Para calcular el dominio de una funcién irracional debemos seguir los siguientes pasos:

1. Coger el radicando y plantear la inecuacién:radicando > 0
2. Resolver la inecuacion

3. EL dominio sera el resultado de esa inecuacién

Dom{ f(x)} = Intervalos de la inecuacién

Ejemplo: Calcula el dominio de la siguiente funcién:

f(z) =log (z* - 9)

Gjercicio: Calcula el dominio de las siguientes funciones: \
a) f(z)=log(xz —3) Sol:Dom(f(x)) = (3,00)
b) f(x) = log (25 — 2?) Sol:Dom(f(x)) = (=5,5)
c) f(x) =log (23 — 4x) Sol:Dom(f(x)) = (—o0, —2) U (0, 2)
d) f(z) =log (4 —x) Sol:Dom(f(x)) = (—o0,4)




1.2. Estudio grafico del dominio

El dominio es el conjunto de puntos que tienen imagen, es decir, los intervalos del eje
de las = que tienen dibujito.

2. Recorrido

El recorrido de una funcién es el conjunto de puntos que tienen antiimagen, es decir
los intervalos del eje de las y que tienen dibujito.

Es la tnica caracteristica que se ve en el eje de las y

Ejemplo: Indica el dominio y el recorrido de la siguiente funcién:

1. Indica el dominio y el recorrido de las siguientes funciones:




3. Simetrias

Otra caracteristica de las funciones es la simetria. Una funcién puede ser simétrica o
no simétrica. Y si es simétrica, esta simetria puede ser de dos tipos:

= Simetria par: Cuando la funcion es igual para las x positivas y las negativas
= Simetria impar: Cuando la funcién es igual pero cambiada de signo para las x
positivas y negativas
3.1. Estudio grafico de simetrias

Comprobar graficamente que una funcién tiene simetrias es mucho mas facil:

= Simetria par: Sabemos que una funciéon tiene simetria par cuando si doblamos la
funcion por el eje de las y, el dibujo de la grafica coincide

= Simetria impar: Sabemos que una funcién tiene simetria impar cuando si doblamos
la funcion por el eje de las y y luego por el de las z, el dibujo coincide

Ejemplos:

Simetria par Simetria impar

-

1. Indica si estas funciones presentan o no simetria y de qué tipo:

w
i
o

~
i




3.2. Calculo analitico de simetrias

Para calcular si una funcién presenta simetrias debemos comprobar primero si hay
simetria par y luego impar, jcémo hacemos esto?

Calculo de simetrias

» Calculamos f(—z) sustituyendo en la funcién TODAS las x por (—z)

» Sacamos paréntesis

» Comprobamos si la nueva funcién calculada f(—x) = f(x)

= Si es cierto, ya hemos acabado de calcular las simetrias y la funcién es par

» En caso contrario, calculamos — f(—z), cambiando el signo a la funcién que acaba-
mos de calcular

» Comprobamos si la nueva funcién calculada — f(—x) = f(x)

= Si es cierto, la funcién es impar y si no, la funcidon no es simétrica

£C3

2 —4

Ejemplo: Calcula la simetria de la siguiente funcién: f(z) =

(~ap

(—2)2—4  22—4

Calculamos f(—z) =

Comprobamos si f(—z) = f(z) =

=+ "1 =—> No tiene simetria par

Calculamos — f(—x) = ——; 1= 21
x? — x? —

Comprobamos si — f(—z) = f(z) = = —> Tiene simetria impar

Gjercicz'o: Indica si las siguientes funciones presentan simetrias: \
a) f(r) =32 -2z +1 Sol: No presenta simetria
b) f(x)=2z*—4 Sol: Simetria par




4. Signo

4.1. Estudio grafico del signo

El signo de una funcién son los intervalos del eje de las x en los que la funcién es
positiva o negativa. Hay por tanto dos signos:

» Signo Positivo (+): Intervalo del eje de las = en los que la funcién va por encima del
eje x.

» Signo Negativo (-): Intervalo del eje de las  en los que la funcién va por debajo del
eje x.

Y ahora... ejemplito:

5
i @

4-

3

Signo positivo:
(2,3) U (3,7)

Signo negativo: (—2,2)

1. Indica el signo de las siguientes funciones:

4




4.2. Calculo analitico del signo

Para calcular si una funcién es positiva o negativa debemos resolver las inecuaciones
correspondientes a f(x), de manera que la funcién téndra:

signo positivo cuando f(z) > 0

signo negativo cuando f(z) <0

., Como hacemos esto?

Calculo del signo

s Resolvemos la inecuacién:
f(x) >0

= Una vez realizada la tabla de signos, la funciéon tendra:

e Signo positivo: En los intervalos de la tabla de signo donde la funcién es +

e Signo negativo: En los intervalos de la tabla de signo donde la funcién es -

$3

2 —4

Ejemplo: Calcula el signo de la siguiente funcién: f(x) =

3
T
s >0

Calculamos
‘r —_—

B=0=>2x=0
2 —4=0=z=42

Construimos la tabla de signos

-0 —2 0 2 +oo

z? - | - | + | +
2 —4 + — — +
v + +
x?2—4
Neg. | Pos | Neg | Pos

Solucion:

Signo Positivo: (—2,0) U (2, +00)

Signo Negativo: (—oo, —2) U (0,2)

10



Gjercicio: Calcula el signo de las siguientes funciones:

a) f(z)= Sol: +: (=1,+00) ; —: (=00, —1)

b) f(x) =9 — a? Sol: +:(=3,3) ; —:

(00, —3) U (3, +00)

11




5. Puntos de corte

Los puntos de corte son los puntos en los cuales la funcién corta a los ejes. Un punto
se representa con dos coordenadas entre paréntesis. Ejemplo: (4,5) ; (—=2,0);...

Tendremos dos tipos de puntos de corte:

= Puntos de corte con el eje OX: Los puntos de corte con el eje OX tienen la carac-
teristica que las y son siempre 0

= Puntos de corte con el eje OY: Los puntos de corte con el eje (OY) tienen la
caracteristica que la z es siempre 0

5.1. Estudio grafico de los puntos de corte

Puntos de corte con el eje OX:

(LO)y (3,00
Punto de corte con el eje OY:
1 (0,3)

Q ©.3)

1. Indica los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones:

12



5.2. Calculo analitico de los puntos de corte

Calculo de puntos de corte

1. Puntos de corte con el eje OX

» Tgualamos la funcién a 0: f(x) = 0 y resolvemos la ecuacién.
Los puntos de corte seran:

($1,0),($2,0),...
2. Puntos de corte con el eje OY

» Calculamos f(0) Sustituyendo la = por cero. El punto de corte sera:

(z, f(0))
. . . 2’ —4
Ejemplo: Calcula los puntos de corte de la siguiente funcién: f(x) = 7
T —
Eje OX : Eje OY :
24 24 4
r—1 0—-1 -1
1’ —4=0 Punto de corte Eje OY =|(0,4)
22 =4
To = -2

Gjercicio: Calcula los puntos de corte de las siguientes funciones: \
) )= 5 Sol: (6,0) 5 (0, ~2)
a) flz) = — 3 ol: (6,0) ; (0,
b) flz) =9 -2’ Sol: (=3,0) 5 (3,0) 5 (0,9)

13



6. Crecimiento y decrecimiento

6.1. Estudio grafico del crecimiento y el decrecimiento

Cuando vemos la grafica de una funcion, podemos fijarnos en cuando “va para arriba”
)
y cuando “va para abajo”. Esto es precisamente el crecimiento y el decrecimiento de una
funcion. Mas formalmente, se escribiria:

= Una funcion es creciente cuando a medida que aumenta el valor de la variable
independiente, x, también aumenta el valor de la variable dependiente, f(x).

x> 19 = f(21) > f(22)

= Una funcion es decreciente cuando a medida que aumenta el valor de la variable
independiente, x, disminuye el valor de la variable dependiente, f(zx).

x> 1y = f(21) < f(22)

= Una funcién es constante cuando a medida que aumenta el valor de la variable
independiente, x, el valor de la variable dependiente, f(z), no varfa.

x> Ty = f(21) = f(22)

6.2. Calculo analitico del crecimiento y el decrecimiento

Para calcular analiticamente si una funcién crece o decrece en un intervalo concreto,
utilizamos la tasa de variacion media.
Es decir, si tenemos una funcién f(z) y queremos saber si crece o decrece en un intervalo
de extremos [a, b] basta con calcular la T.V.M y analizar el resultado. Y...;Cémo se cal-
cula la Tasa de variaciéon media? Pues con esta sencilla formulita

TV.M = M 9%
b—a
Una vez aplicada la expresion, analizamos su resultado de ma-

nera que: —

= Si T.V.M es positiva = la funcién crece
f(a)
= Si T.V.M es negativa = la funcién decrece

14



Ejercicio resuelto: Indica si la funcién f(z) = —x?+20x—90 es creciente o decrecie%\
en el intervalo [6,8] Tendremos que calcular la tasa de variaciéon media, por tanto es
necesario calcular previamente f(8) y f(6):

F(8) =—82420-8—90 =6

f(6)=—62420-6—90=—6

Por lo tanto, la T.V.M sera:
rvy = 1B —F6) _6-(=6)

8—6  8-6
K Por tanto, la funciéon es creciente /
Ejercicio: Indica si la funcion f(x) = x? — bx + 3 es creciente o decreciente en\ei\
intervalo [—1, 3]
Ejercicio: Calcula la tasa de variacion media de la funcion f(x) = —x + 3 en el

intervalo [—1, 3] e indica si es creciente o decreciente.

Ejercicio: Los beneficios de una empresa en los primeros 6 anos siguen la siguiente
funcion: f(x) = x? — 4x indica si los beneficios aumentaron o disminuyeron en los dos
primeros anos y en los dos ultimos.

15



7. Extremos

Hay otros puntos importantes que debemos estudiar en la representacion grafica de
una funcion, entre ellos se encuentran los extremos.

Existen dos tipos de extremos:

= Maximos: Un méaximo es el punto en el cual la funcién cambia de creciente a
decreciente.

= Minimo: Un minimo es el punto en el cual la funciéon cambia de de decreciente
a creciente.

Cuando un maximo es el valor mas alto de toda la funcion se le llama maximo ab-
soluto. En caso contrario se llama maximo relativo.

Cuando un minimo es el valor mas pequeno de toda la funcién se le llama minimo
absoluto. En caso contrario se llama minimo relativo.

Creciente: (—2,—1)U (0,1) Creciente: (-1,1)

Decreciente: (—2,—1) U (0,1) Decreciente: (-1,1)

Méximos (absolutos) en z = —1yen z =1 Minimo (absoluto) en = = 1
Minimo (absoluto) en z = 0 Minimo (absoluto) en z = —1

16



de la)

’

aximos y minimos

’

1. Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los m

-

siguientes funciones:

A ———

B e e

4

——md e ——-——

1

el L

2

Rt b L
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8. Concavidad y convexidad

La concavidad de una funcién nos indica la forma que tiene. Todas las funciones pueden
ser:

s Convexa: Cuando tienen forma de sonrisita U
» Céncava: Cuando tienen forma tristona N

s Ni coéncavas ni convexas: Son rectas.

Hay que tener en cuenta que la concavidad y la convexidad NO TIENEN NADA QUE
VER CON EL CRECIMIENTO Y EL DECRECIMIENTO!!!

Diremos que una funcién es convexa cuando presenta cualquiera de estas formas:

\/

Diremos que una funcion es concava cuando presenta cualquiera de estas formas:

/A

9. Puntos de inflexion

Un punto de inflexién es el punto donde la funciéon cambia de curvatura, es decir pasa
de céncava a convexa o de de convexa a cénvava

U:(1,2)
' N:(0,1)
Punto de inflexion en 2 = 1

18



1. Indica los intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién de las s)

-

guientes funciones:

A ———

B e e

4

——md e ——-——

1

el L

2

Rt b L

19



10. Periodicidad

Una funcion es periddica cuando se repite. El niimero de unidades que se repite se
llama periodo y se denota con la letra T.

Funcion periédica con T = 2

11. Continuidad

Para estudiar graficamente la continuidad basta con tener un lapiz a mano o un lapiz
imaginario a mano y recorrer la funcién con él. Se se puede recorrer sin levantar el 1apiz
del papel, la funcién es continua y si no, la funcién es discontinua. Hay 3 tipos de discon-
tinuidades:

» Discontinuidad evitable: Es un punto vacio que le falta a la funcién.

= Discontinuidad de salto finito: Es un escalon que aparece en la representacion
grafica.

= Discontinuidad de salto infinito: Aparece una discontinuidad de este tipo cuando
para seguir la funcién con el lapiz tenemos que ir desde un punto del —oco al +00 o
viceversa.

Salto infinito 2| Salto finito

/ Discontinuidad evitable en x = 2

0 2 4 Discontinuidad de salto finito en z = 1
Discontinuidad de salto infinito en z = 0

|

Evitable

20
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1. Indica los intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién de las s)

-

guientes funciones:




12. Operaciones con funciones

Con las funciones se pueden realizar las operaciones fundamentales: suma, resta, mul-
tiplicacion y divisién; y una nueva operacion llamada composicion.

Operaciones con funciones

Suma de funciones: f(x) + g(x)

f(x)=2x+5

_ 2 42
g(x):4x2_5x+3}f($)+g($)—2w+5+4x br+3=4x"—3r+8

Resta de funciones: f(z) — g(x)

flz)=2x+5

_ — A2 42
g(:c)=4x2—5:c+3}f(x) g(z) =22 +5— (42" — 5w+ 3) = —4a” + Tz + 2

Multiplicacién de funciones: f(x) - g(x)

flx) =22 +5

. = . 2_ — Q43 2
o(x) = 42% — 52 + 3 }f(x) g(z) = (2¢+45) - (42° —5x+3) = 82°+102° — 192+ 15

Multiplicacién de un ntimero por una funcién: k - f(z)

f(x) =2x+5

k=4 }k'f(x>=4-(2x+5):8x+2()

» Composicién de funciones: f(z)o g(x) = f(g(z))

Se resuelve sustituyendo la z de f(z) por la funcién g(x)

f(x) =2x+5
g(z) = 42* — 5z + 3

} f(x)og(z) = f(g(x)) = 2-(42® —5x+3)+5 = 82> — 10z +11

Gjercicio: Sean: \

Calcula:

22



13. Funcion reciproca

Calcular la funcién reciproca es hallar una funcién tal que al hacer la composicién com
f(x) el resultado sea 1. Y se denota como f~!(x)

Funcion reciproca
» Cambiamos las z por las y y las y por las x
= Despejamos la nueva y
Ejemplo: Calcula la funcién reciproca de: f(z) = 2z2% — 5

y=21>-5=10=2y*-5

r+5 =2y
T+ 9
5 =Y

Gjercicio: Calcula la funcion reciproca de las siguientes funciones: \
-5
a) f(z)=2z+5 Sol: f~\(z) = = .
1 1
b) f(z)==x Sol: f~Hx) = .
. x+7
c) flv)=bx—T7 Sol: f~Hx) = )
3r — 12 2
d) fla) =2 > Sol: f\(a) = Sx +4

23
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