Polinomios
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1. Operaciones con polinomios

1.1. Suma de polinomios

Para sumar polinomios basta con sumar cada uno de los monomios que los componen siguiendo
las normas de multiplicacion de monomios, es decir: Se suman los coeficientes de los monomios
que tienen la misma parte literal.

Ejemplo:

A(z) = 223 — 22 + 425
B(z) = —32° + 323 — 722 +1

A(x) + B(z) = 22% — 2% + 42° + (—32° + 323 — 2% + 1) =
203 — a2 4425 — 325 + 323 — T2+ 1=

’x5+5:v3—8:c2+1‘

1.2. Resta de polinomios

Para restar polinomios se cambia de signo al polinomio que resta (sustraendo) y se suman los
polinomios siguiendo las reglas de la suma.
Ejemplo:

A(z) = 223 — 2% + 425
B(z) = —32° + 323 — T2? +1

A(z) + B(x) = 203 — 22 + 42° — (=325 + 32 — T2? +1) = 223 — 2% + 425 + 32° - 323 + 722 — 1 =

’7.1‘5—.%'3-1—6.%'2—1‘

Gjercicio:Realiza las siguientes sumas y restas de polinomios: \

a) 3ot +3234+3) + (22 — T3+ 22+ 1) =

b) (3z* 4323 +3) — (—22* =723 + 22 +1) =

- J

1.3. Multiplicacién de polinomios

Para multiplicar polinomios se multiplican entre si cada uno de los términos de los poli-
nomios.
Ejemplo:

A(z) = 223 — 22 + 42°
B(z) = —32° +32% — T2? + 1

A(z) - B(z) = (223 — 22 +42°) - (=325 + 323 — 722 + 1) =

—628 + 620 — 1425 + 223 + 327 — 3% + 7ot — 22 — 12210 4+ 1228 — 2827 + 425 =

| —1221° 4 62° — 2527 + 62° — 132° 4 Ta* + 223 — o2




@ercicio:Realiza las siguientes multiplicaciones de polinomios: \

a) Bt +32343)- (P +22+1) =

b) (=222 + 523 +1)- (22 4+ 1) =

N J

1.4. Divisién de polinomios

Explicaremos la divisién de polinomios mediante un ejemplo:

Az) = 42® — 222 + 4z + 1

B(x) = 222 — 1 Haremos la divisién: A(z) + B(x)

1. Ordenamos los polinomios en grado decreciente.

423 —222 —dx 41 | 222 —1

3

2. Dividimos el primer monomio del dividendo entre el primer monomio del divisor. o2 = 2z
x

3. Escribimos ese resultado como primer término del cociente.
+4x3  —22% —dx +1 | 222 -1
2x
4. Multiplicamos el término del cociente por el divisor y el resultado lo escribimos debajo del
término del dividendo que tenga el mismo grado.
+423 =222 —dx +1 | 222 -1
+423 —2zx 2z

5. Restamos el divisor menos la multiplicacién que acabamos de hacer.

4475 —222 4z 41 | 222 -1
74f°( +2z 2z

222 —2x +1

6. Repetimos el procedimiento hasta que el grado del resto sea mas pequeno que el grado del divisor.

4475 222 —dx 41 | 222 -1
v +2z 20 —1

272 2z #
jﬁfi =1
—2x
7. La solucién sera:
Cociente: 22 — 1 Resto:—2x




1.5. Division de polinomios: Método de Ruffini

La regla de Ruffini es un procedimiento facil para dividir cualquier polinomio entre binomios del

tipo (z — a)
Explicaremos mediante un ejemplo el método de Ruffini de divisiéon de polinomios:
A(zr) =22 - 922 + 242 — 1 B(z) =z + 3 Haremos la divisiéon A(x) + B(x)

1) Ordenamos el polinomio en orden decreciente poniendo ceros en los términos que faltan:
2z 402 —927 +24z -1
2) Escribimos los coeficientes del polinomio ordenado:
2 0 -9 +24 -1

3) Escribimos una raya horizontal y otra vertical y el término independiente del divisor
CAMBIADO DE SIGNO

2 0 -9 +24 -1

-3

4) Bajamos el primer niumero debajo de la raya

5) Lo multiplicamos por el término independiente del divisor

6) Colocamos el resultado de la divisién debajo del siguiente ntimero

+2 40 -9 +24 -1

7) Sumamos las columnas

+2 +0 -9 +24 -1

8) Repetimos la operacién desde el punto 3

+2 40 -9 424 -1

-3 -6 418 —27 49
| 2 -6 +9 -3 [+8

El cociente de la divisién es un grado menos que el polinomio original, y los coeficientes son el
resultado de aplicar Ruffini. El resto es el ultimo término del método de Ruffini. Asi:

Cociente: C(z) = 22% — 62> + 97 —3 Resto: 8




Gjercicio:Realiza las siguientes divisiones de polinomios. Utiliza el método de Ruffini siempre que
puedas:

a) (2% + 325 — 223 +5): (23 +2)

b) (204 22° — 32t + 23 — 22) : (z +2)

c) (325 — 423 +2): (x+3)

d) (22'0 + 322 — 28 + 225 — 10) : (28 + 22)

e) (5a3 =522 +2z+1): (x—1)




2. Identidades notables

Para hacer la potencia de un polinomio, basta con multiplicar el polinomio por si mismo tantas
veces como indica el exponente. Como este trabajo es habitualmente largo y aburrido (y es muy fécil
confundirse), utilizamos unas expresiones llamadas identidades notables o productos notables
para que sea mas sencillo y rapido hacer los cuadrados de los binomios y la suma de un binomio
por su conjugado.

Por tanto, las identidades notables son tres:

1) Cuadrado de un binomio suma: (z +y)? = 22 + 22y + y?

2

2) Cuadrado de un binomio resta: (z —y)? = 22 — 22y +

3) Suma por diferencia: (z +y) - (z —y) = 22 — 9?

Veamos un ejemplo de cada una de ellas:

Ejemplo: Realiza las siguientes operaciones:

a) 2z +1)2=22)2+2-22-1+12 =42 + 42+ 1

b) (x—32=22-2-2-3+(3)?2=22-6x+9

c) (b+z) (5b—x)=25— 22

/ﬁjercicio.- Realiza las siguientes operaciones: \
a) (22 +3)- (22 —3) = f) (z—2)2 =
b) (1—3z)- (14 3z) = g) (A+)%=
¢) 2z +5)-(2z —5) = h) (z+6)2 =
d) (1-4x)?= i) (224 3)% =
e) (252 + 4y)? = ) (2=5z)-(2+5z) =




3. Factorizacion de polinomios

Todos sabemos que factorizar un nimero es encontrar todos sus divisores primos, de manera que,
por ejemplo 24 = 22 . 3,

El caso de los polinomios es exactamente el mismo. Si tenemos un polinomio cualquiera P(z),
tenemos que encontrar polinomios de grado mas pequeno, que multiplicados nos den como resultado

P(x).

Para factorizar un polinomio tenemos que seguir una serie de pasos:

1. Sacar factor comuin

2. Comprobar si el polinomio es una identidad notable

3. Buscar las raices del polinomio: (Habitualmente por el método de Ruffini)

4. Escribir el polinomio como producto de (x-raices)

Describiremos ahora cada uno de los pasos:

3.1. Sacar factor comun

Cualquier polinomio P(x) estd compuesto por una suma o resta de monomios. A cada uno de esos
monomios los llamaremos términos.

Sacar factor comun no es més que encontrar todos aquellos factores (nimeros, o letras) que tengan
en comun todos los términos del polinomio.

Vedmoslo con un ejemplo:

Ejemplo: Saca factor comun en el siguiente polinomio:

P(x) = 122" — 3622 — 24x

Primero debemos factorizar todos los coeficientes

P(z)=22.3.22-22.32.22-23.3.¢

Ahora debemos ver qué factores (cositas multiplicando) hay en comin en toooodos los términos. En
nuestro caso tenemos en todos los términos:

22.3. 1
de manera que ese sera nuestro factor comin que debemos quitar a todos los términos.

El polinomio factorizado quedaria:

P(x)=2*-3-z (2" -3z —2) =12z (2 — 32— 2)




@ercicio: Saca factor comun en los siguientes polinomios: \

a) 152%y — 20222 = e) 1022y — 25xy? =

b) zy3 + 8zy? — 6ay = f) 3az — ba? + 62° =

¢) 15a* — bab? = g) —362%y — 8x%y? — 1223y* — 1623y> =
d) —z+a2?+a2°+a2' = h) 1225 — 32 4 182° — 2122 =

N /

3.2. Identidades notables

Después de sacar factor comin, debemos comprobar si el polinomio resultante proviene de una
identidad notable es decir, en vez de hacer la identidad notable, tenemos que deshacerla.
Veamos unos ejemplitos:

Ejemplo: Factoriza los siguientes polinomios.

a) P(r)=22-25=2%2-52= (2 +5)- (v —5)

b) P(x) =2 +62+9=22+2-3-2+3% = (v + 3)?

c) P(z) =42 —4x+1=(22)2 - 2-22-14+ 12 = (22 — 1)?

ﬁjemicio: Ezpresa en forma de igualdades notables: \
a) 422 -9 = d) 2> —dz+4 =
b) 1— 8z + 162% = e) 72+ 127 + 36 =
c) 2522 4 40xy + 16y = f) 1—922 =

N /




3.3. Buscar raices de un polinomio

Para buscar las raices de un polinomio es conveniente primero saber qué es la raiz de un polinomio.
La raiz de un polinomio es aquel niimero que sustituido en la z nos da como resultado 0.

Asi, para buscar las raices de un polinomio y factorizar se suele utilizar conjuntamente el Teorema
del resto, el Teorema del factor y el método de Ruffini.

Vamos a intentar factorizar el polinomio:

P(x) = 122" — 362° — 24x

Primero tenemos que sacar factor comun (que ya lo hemos hecho antes, en el apartado “sacar factor
comin”)

P(x) = 122% — 362 — 242 = 122 - (2 — 3z — 2)
~N —_————
.0 Q=)
De manera que nos encontramos con el factor comin (F.C= 12z) y con un polinomio de grado 3
(Q(z) = 23 — 3x — 2) y que tiene como mdaximo 3 raices (porque es de grado 3).

Para averiguar las raices de Q(z) y poder seguir factorizando utilizamos el Teorema del resto y el
Teorema del factor, que dicen:

TEOREMA DEL RESTO

El resto de dividir un polinomio P(x) entre un binomio (x — a) es igual al valor que toma el
polinomio al sustituir x por a

TEOREMA DEL FACTOR

El polinomio P(x) es divisible por un polinomio de la forma (z — a) si y solo st P(x =a) =0

Vale, ;jqué significa esto? Pues que cualquier nimero que pongamos en vez de la x y que
de como resultado 0, va a ser una raiz del polinomio P(z), y por tanto (z — a) serda un
factor del polinomio P(x).

Ahora bien, de entre todos los niimeros, jcual elegimos como “conejillo de indias” para ver si es
un factor?. Pues siempre los divisores del término independiete.

En nuestro caso, el término independiente de Q(z) es 2, por tanto elegiremos: +1, —1, +2, —2.

Sustituiremos la x por 1 (OJO: para indicar que la x va a ser sustituida por 1 escribimos Q(1) en

vez de Q(x))
Q(1)=1>-3-1-2=—4#0= NO VALE Q(-1) = (~1)3-3-(-1) —2=0= SI VALE

Eso significa que si dividimos Q(z) entre (x + 1) nos va a dar exacto!!! (resto =0). Dividamos
entonces

1 0 -3 —2 Lo cual quiere decir que nuestro polinomio P(x) se puede
escribir:
-1 -1 1 2
1 -1 —-2| 0 P(x)=12z- (z+1) (2> —2-2)
~ SN—— ———r

Cociente: 72 — 7 — 2 F.C Divisor de Ruffini  Nuevo Q(x)




2

Repetimos ahora el procedimiento para el nuevo polinomio Q(z) = x* — x — 2, que, al tener grado

2, en principio, se puede factorizar y tendrd 2 raices.

El término independiente es 2, asi que volvemos a coger como “conejillos de indias” a los niimeros:
-1, +1, -2y 42

o Dividimos por Ruffini
Sustituimos la z por el —1: IVICHHOS pob UL

, 1 -1 =2
Q(-1)=(-1)2—-(-1)-2=1+1-2=0= SI VALE

2 2 2

1 1 0

Cociente: z+ 1 Como tiene grado 1 YA
NO SE PUEDE FACTORIZAR MAS

De esta forma, el polinomio factorizado quedard como:

Px)=12z- (z+1) - (z—2) -(z+1)=[12z-(z+1)% (z—2)
F.C Divisor de Ruffini Divisor de Ruffini

ﬁjemicio: Factoriza los siguientes polinomios: \

a) 22° — 722 + 8z — 3 =

b) 9zt — 422 =

10




@ercicio: Factoriza los siguientes polinomios:

a) ozt + 2% — 522 + 3z =

b) 23— 222 — 242 =




4. Fracciones Algebraicas

Las fracciones algebraicas son divisiones de polinomios. Para operar con fracciones algebraicas
debemos utilizar los mismo métodos que usamos para operar con fracciones de niimeros.

4.1. Simplificaciéon de fracciones algebraicas

Empezaremos simplificando fracciones algebraicas mostrando un ejemplo:

Ntmeros Polinimios
10 2 — 25
25 22 4+ 10z + 25

5.2 | (x+5)(z—5)

= Factorizamos numerador y denominador

52 (z +5)2
-2 | A5 —5) o lificamos LOS FACTORES
57 (z + 5)2
2 (x —5) 2
2 LUCION
’ Ty = sowuad

@ercicio: Simplifica al mdximo las siguientes fracciones algebraicas:

222 + 5z + 2
223 + 22 — 8z — 4

a)

xt =323 — 2?2 + 3z
x4+ 523 + 522 —5x —6

b)

23 —3x2+3x—1
2x3 — 422 + 22

c)

12



4.2. Minimo comun maultiplo

Para hacer sumas de fracciones algebraicas hay que seguir los mismos pasos que con los niimeros,es
por ello por lo que, si tenemos fracciones con distintos denominadores,es necesario hacer el minimo
comun multiplo.

Ejemplo:

Numeros Polinomios

m.c.m (12, 5, 10) | m.c.m[(2® — 3z — 2), (z + 3), (2 + 4z + 3)]

12=22.3 (23 —3x—2)=(x+1)% (z —2) = Factorizamos

5=5 (x+3)=(z+3) = Factorizamos

10=2-3 (22 +4x+3)=(x+3) - (z+1) = Factorizamos
m.com=22-3.5 m.em = (x+1)?- (z —2) - (z + 3) = Tomamos los factores comunes

con mayor exponente y los factores
no comunes

Gjercicio: Halla el m.c.m y el m.c.d de los siguientes polinomios: \

a) P(z) =23 +62%+122 +8
Q(z) =2? + 42 + 4
R(z)==x

b) P(z) =22 -1
Q(z) =22 —2x+1

13



@ercicio: Halla el m.c.m de los siguientes polinomios:

a) P(r) = (z+1)?
Qxr) =22 -1

¢) P(x) =23+ 62% + 9z
Q(z) = 2% +4x + 4
R(z) ==

14




4.3. Multiplicacién y divisién de fracciones algebraicas

Para multiplicar o dividor fracciones algebraicas hacemos “casi” como con las fracciones de ntime-
ros.

Normalmente tenemos la costumbre (mala costumbre) de hacer las multiplicaciones (multiplicando
el linea) o divisiones (multiplicando en cruz) de fracciones y luego simplificar.

En el caso de las fracciones algebraicas se INDICA LA MULTIPLICACION PERO NO SE HACE,
sino que SE SIMPLIFICA PRIMERO. Ejemplo:

Ntmeros Polinomios

25 15 2 4+2c+1 22—x—-2

— e — P R preray I —— = Multiplicamos en linea.

Si fuera una divisién multiplicariamos en cruz

25-15 | (@2 +22x+1)- (22 -2z —2)

95 4o+ 4)- @+ D) = Indicamos la multiplicacién pero NO LA HACEMOS

52.3-5 | (z+1)2-(x—2)-(z+1)
32.5 (x—2)2-(x+1)
53-8 | (@+1)? (e—2] (2+1]
3.5 (& = 2)7 - (A1)

= Factorizamos

= Simplificamos

52 (x + 1)2 ,
— - LUCION
3 @—2) = SOLUCIO

@e'micio: Realiza las siguientes operaciones con fracciones algebraicas:

) 222 + 41 — 6 r+5
¥ TR T4 %2t 6r

2 —9 z*+2-6

15



4.4. Suma y resta de fracciones algebraicas

Para sumar o restar fracciones algebraicas seguiremos los mismos pasos que con fracciones numéri-

cas. FEjemplo:

Numeros Polinomios
l B § § T+ 2 B 2 n 3z
10 2 6 22—z -1 22-1

mem=2-3-5

m.com =z(x —1)(x + 1)

2.3.5 235 2.3 - Detl) 2@-De+tl) 2@+l
3.7 _3-5‘3_’_2 3 (a:+1)(:6+2)_ r(z+1)-2 x -3z
2-3-5 2-3-5 55 | z(z—1)(z+1) zz—-1D(z+1) z@-1)(z+1)
divisor comun entre los divisores
y el resultado lo multiplicamos por el numerador
21 45 25 2?4 3z + 2 202 4 2z 322

2-3-5 2-3-5 2-3-

21 —45+25
2-3-5

—_

z(z—1(z+1) zz-1)(z+1) =z(xz-1)(z+1)

22 + 32 + 2 — (222 + 27) + 322
z(x—1)(z+1)

22+ 3z + 2 — 222 — 2z + 32
z(x—1)(z+1)

222 + 2 +2
z(zx—1)(z+1)

= Calculamos el
divisor comun

= Dividimos el

= Operamos

los numeradores

= Sumamos

los numeradores

= SOLUCION

@e'r’cicio: Realiza las siguientes sumas algebraicas:

2x 3r+1
a)

r+1

r—1 r—1

2 -1

~

16



@ercicio: Realiza las siguientes sumas algebraicas:

2r+6 T+5 +x—1
22 —-3r x22—4x+3 2r—6

a)

r—1 x 1
2242x+1 zxz4+1 x-—1

b)

17



@ercicio: Realiza las siguientes sumas algebraicas:

2

T4+ x 1 1
5 + —
-1 xz+1 x-1

a)

T+ 7 xr— 2 2z + 1
+

b _
) T 24+ x+1

18



5. Ejercicios

1. Calcula las raices de estos polinomios:

7)

B T+ 5
2 —4x+3
r+1 2

2% + x 8
6 4+ 2
S5r+25 Tz +7

14 10z + 50
2

m-+n n

mn —n2 m2—n2
202 -3z —2 346
6x + 3 2 —4

3. Resuelve los siguientes ejercicios e indica que teorema has usado para resolverlo:

a) Hallar el valor de m para que el polinomioP(z) = 823 — 422 + 22 + m sea divisible por

(x—2)

b) Hallar el valor de m para que el polinomio P(z) = 2% — 922 + maz — 32 sea divisible por

(z —4)

¢) Calcular el valor de k para que al dividir el polinomio P(x) = 22 — kz + 8 entre (x+3) nos

d) Calcular los valores ¢ y d sabiendo que el polinomio P(z) = x

dé resto 5

(x — 3) y el resto de su divisién entre (x — 2) es -4

2

— cx + d es divisible entre

e) Calcula un polinomio de segundo grado que tenga 1 como coeficiente principal, se anule

para x= 3 y resto de su divisién entre (x — 1) sea igual a 4.

f) Comprueba que el polnomio P(z) = z'? — 1024 tiene por factor (z + 2)

9)

Escribe un polinomio que tenga por raices -2 y 3

h) Escribe un polinomio que tenga por raices doble 1 y -3 raiz simple

19
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