Exercicios de autoavaliacion

1 calcula as seguintes primitivas: a) IX [$en(x)dx b) Ix4Ln(x)dx ) IX?’exzdx
Solucion:
a) Temos un produto.

Un dos factores € x, que se simplifica ao derivalo.

O outro, sen(x), non se complica ao integralo. Probamos coa integracion por partes.

v=x=V =1
u' =sen(x) = u =[sen(x)dx = —cox(x)}
[ xBen(x)dx = -x [eos) — [ 10 cos)]dx = —x [eos) + sen(x) + C

b) Practicamente, sempre que aparece un logaritmo neperiano, utilizase a integracion por partes:

Ix“Ln(x)dx = 1x5Ln(x) —J-lx5 E—lldx :1x5Ln(x) —lj-x4dx :1x5Ln(x) 1 1x5 +C
5 5 X 5 5 5 5\5

5

u'=x* :>u:jx4dx:1x
5

v =Ln(x) =V’ _1
X

c) Imos utiliza-la integracion por partes. As veces, a decision de a que funcion lle debemos
chamar u e a cal v’ non é tan doada coma nos casos anteriores:

2
Eliximos u' = x [2* porque recofiecemos a expresiéon como a derivada de efX) . f'(x) el

!

en particular, para este tipo de funcioén: (exn ) =nx" X
V=X =V =2X
I XZ X2 1 X2
u'=xe" >u=|[xe dXZEG

1 .

[xe‘dx = xz(1 e*zj - (2x) [ﬁl e* )dx =lyer -letic
2 2 2 2



2 Calcula as seguintes primitivas: a) '[xzexdx b) J.senz(x)dx
Solucion:
a) Parece un caso tipico de integracion por partes:
u=e"=u=[edx=¢
V=X =V =2X
[x*e"dx = x’e* — [ 2xe"dx = (¥)

Estamos nunha situacion semellante, ainda que algo mais simple: quizais se volvemos aplicar a
integracion por partes resolvamos:

u=e =u=[e‘dx=¢
v=x=V =1
(*) = X" - 2[ xe'dx = x’e" — 2(xe" — [e'dx) = x’e* — 2(xe* — ")+ C

b) Aplicamos a integracion por partes:

u' = sen(x) = u = [ sen(x)dx = —cos(x)

vV =sen(xX) = V =cos(x) }

[ sen(x)sen(x)dx = —cos)sen(x) — [ cos)[- cos)|dx = —cosx)sen(x) + [cos (x)dx

Temos unha nova integral de caracteristica semellantes & inicial: antes era  [sin’(x)dx e

agora jCOSZ(X)dX. Non se ve que avanzasemos.
E unha situacion recorrente: intentamos volver & inicial
cos?(x)=1-sen?(x)
Isen 2(x)dx = —cos(x)sen(x) + J.cos2 (x)dx . - cos(x)sen(x) + f [1 - sen? (x)]dx
fsen 2(x)dx = —cos(x)sen(x) + jldx - jsen 2 (x)dx
[j sen?(x)dx 6 1° membro] - Isen 2 (x)dx + Jsenz(x)dx = —cos(x)sen(x) + X

—cos(x)sen(x) + x N
2

Zfsenz(x)dx =-cos(x)sen(x) + X - fsenz(x)dx = C

3 Calcula as primitivas de: a) je5x+3dx b) jsenz(x) [Eos(x)dx

2



Solucioén:
5x+3 =t
5dx =dt

1j gdt=1e+C=1e"+C
5 5 5

a) Facemos o cambio de variable: {

dt
5x+3d — t
[e™ dx =€ -

b) Agora o cambio non é tan evidente:

sen(x) =t
cos(x)dx =dt = dx = dt
cos(X)
., R dt ) sen’(x)
[sin*(x) [tos)dx = [t*- cosx = [t*dt —§+C— +C
CO<X

3x°2 +2dx

4 Calcula a primitiva de I
x3 +x

Solucion:
E unha funcion racional. Descompofiemos o denominador en factores:

X% +x= x(x2 +1), x*+1 irredutible:

2
33X :2 :§+ZBX—+C:>3X2+2=A(X2+2X+2)+BX2+CX
X3 +2X%2 +2x X X% 42x+2

Igualando os coeficientes, temos:

2A=2 A=1
2A+C=0=>C=-2
A+B=3 B=2

I 3X*+2 2X—2

jd +[—————dx
x3+2x2+2x x> +2x+2

A 12 parte da Ln(x), simplemente, e na 22 vemos a posibilidade de conseguir outro Ln se
tivésemos no numerador a derivada do denominador (que seria 2x + 2). Imos transformar:

2X—2 _2X+2-2-2 , . 2x+2-4 2X+2
[————=dx=] dx=[—"——dx=| ————dx— [ 5———dx
X2+ 2x+2 X2+ 2x+2 X2+ 2x+2 X2+ 2x+2 X? +2x+2




A 12 parte destas d4, pois Ln(x? +2x+ 2).

Intentamos transformar a outra para que nos quede un arctan (recordamos o de “cadrao dunha
suma igual...”):

4 1

[———dx=4] —F——dx

X°+2x+2 x> +2x+2

o dx =] 1 dx:jil2
X2 +2X+2 X +2x+1-1+2 (x+1)+1

dx = arctg(x+1)+C

f

Finalmente, reunimos os tres cahos:  Ln(x) + Ln(x* + 2x + 2) - 4arctank+1) + C

4
+
5 Calcula a primitiva de: j%dx
X7 +2X°+X

Solucion: Tratase dunha funcion racional, sé temos que seguir paso a paso o método:

1° paso: Facer que o grao do numerador sexa menor cé do denominador:

4 2
XT+1 3X°+2x+1
Facendo a division: — 5 - X—=2 +ﬁ

X7 +2X° + X X7 +2X° + X

2° paso: Descomporier o denominador da fraccion en factores utilizando Ruffini ou outro método
(neste caso poderiamos sacar factor comun x e decatarnos de que o outro

1 2 1 . :
0 0 0 0 factor é un cadrado perfecto):
1 2 1|0
1 -1 -1 O denominador ten por raices 0 e -1 (-1 € unha raiz con multiplicidade 2)
1 1(0
1 1 x3+2x2+x=x[ﬁx2 +1)
110

A descomposicion da fraccion sera:

3x*+2x+1_A B C _ Alx+2f° +B(x+1x+Cx

x3+2xZ+x X X+l (x+1)? x3 +2x2 +x

Para calcular os valores de A, B e C igualamos os numeradores e damos valores a x (0, -1 e 1):



Xx=0 > A=1 A=1
Xx=-1- -C=2; - <{C=-2

Xx=1- A+2B+C=6] |g=7/

1
X+1

“ 41 1.7
j#dx :jxdx—Ide +j;dx +§I

1
dx —-2|———dx =
+X J‘(

X +1)2

2
X——2x+Ln|x|+ZLn|x +:Ij—2i(x +1)t+C
2 2 -1



