Exercicios de autoavaliacion

1 Atopa a ecuacion xeral dos seguintes planos:

a) O que contén 0s “eixes” de coordenadas OX e OY.
b) O que pasa polo punto (0,-2,1) e é perpendicular & recta: (xy,z) = (5,-12) +t(12,~1)

c¢) O que pasa polo punto (1,2,3) e é perpendicular a recta de ecuacion:

r

x-3y+z-5=0
2X+y-z=-2

2 Acha a ecuacién do plano Ttque pasa polos puntos A(2,0,2) e B(1,-1,2) e é perpendicular 6

plano 1t dado pola ecuacion x-y=2z-1=0.

3 Acha a ecuacién xeral dunha recta paralela ao plano -2x+2y-2z+8=0 . A continuacion

determina aquela recta que sendo paralela a ese plano, dista del 6 unidades.

X=3z+2

4 Dada a recta r de ecuacions: r =
y=-z+3

a) Determina a ecuacion do plano ttque contén a r e dista J3 do punto P(1,2,3).

b) Calcula a distancia do punto P arectar.

5€ posible que o produto mixto de tres vectores non nulos sexa 0? En caso afirmativo, da

un exemplo. Razoa a resposta.

6 Pode ser unha recta perpendicular a outra recta contida nun plano e non ser perpendicular

6 plano? Razoa a resposta utilizando unha figura.



[ Temos arecta r dada por un punto e un vector direccién: (P,u) e outra recta s dada por

(Q.v) Que condicién tefien que cumprir para que se crucen?

3x-y=5
8 calcula a ecuacién do plano que pasa por (4,4,1) e é perpendicular a recta }

4x+z2=8

2x-y+z=3
O Determinar k para que os planos de ecuacions x-y +z=2 se corten nunha recta e
3x -y —kz=-4k

hacha a ecuacion do plano que contén a esa recta e pasa polo punto (2,1,3).

1 ' ] X+y+z=-5 x-1 y+1 z-10
O Determina o plano que contén arectar = e € paralelo a = =
Xx-3y-z=3 2 3 4

=z e oplano n=2x-y+3z+6=0, pidese:

11 Dada arecta r=

x—2=y—1
2

a) Calcular o angulo que forman a recta e o plano.

b) Determinar a ecuacién continua da recta s, proxeccion ortogonal de r sobre Tt

12 caicula o volume do tetraedro de vértices o punto P=(1,1,1) e os puntos nos que o plano

TE2x+3y+2z-12=0 corta 6s eixes de coordenadas.

13 calcular a 4rea do triAngulo que ten por vértices a interseccion do plano

71=2x+Yy+3z=6 cos eixes de coordenadas.



Exercicios de autoavaliacion

1 Atopa a ecuacion xeral dos seguintes planos:

a) O que contén 0s “eixes” de coordenadas OX e OY.
b) O que pasa polo punto (0,-2,1) e é perpendicular & recta: (xy,z) = (5,-12) +t(12,~1)

c¢) O que pasa polo punto (1,2,3) e é perpendicular a recta de ecuacion:

r

x-3y+z-5=0
2X+y-z=-2

Resolucion:

a)

b)

c)

Tendo en conta que un vector caracteristico dese plano é o vector unitario coa direcciéon do
eixe OZ: 0= (0,0,1), a ecuacion do plano sera: [(x,y, z) - (0,0,0)] {001 =0 - z=0

O vector de direccién da recta é un vector caracteristico do plano que se pide, polo tanto:
[(xy.2) - (0-22)]{12-1) =0 — x+2y-2z+5=0

As ecuacions xerais dunha recta corresponden a dous planos que, 6 cortarense,
determinan esa recta. Polo tanto a recta esté contida en cada un dos planos e os vectores
caracteristicos deses planos son perpendiculares 6 vector de direcciébn da recta: Eses
vectores son vectores de direccion do plano que buscamos:

= (xy,2) =(123) +a(1-31) + p(21-1)

Outro xeito de abordar o problema é atopar un vector de direccidon da recta que, polo dito
antes, é un vector perpendicular 6s vectores caracteristicos dos planos. Ese vector pode
ser o produto vectorial dos vectores caracteristicos:

é1 éZ é3
V=1 -3 1|=26,+36,+7€ = v=(237)
2 1 -

A ecuacion do plano sera: [(x, y.z) - (12,3)] [(237) =0 — 2x+3y+72-29=0

2

Acha a ecuacién do plano 1Tque pasa polos puntos A(2,0,2) e B(1,-1,2) e é perpendicular 6

plano 1t dado pola ecuacion x-y=2z-1=0.



Solucién: Partamos da ecuacion normal do plano: [(X,Y,2)-(p1,P2,P3)](N1,N2,n3)=0. Necesitamos
un punto, por exemplo o A(2,0,2) e un vector perpendicular; sérvenos o produto vectorial do
vector AB e o vector perpendicular a x-y-2z-1=0.

i ] K
(N,nyn3)=ll 1 0]=-2i+2j-2k=(-22-2)
1 -1 -2

n=[(xy.2) -(202)](-22-2) =0 — -2x+2y-22+8=0

3 Acha a ecuacién xeral dunha recta paralela ao plano -2x+2y-2z+8=0 . A continuacion

determina aquela recta que sendo paralela a ese plano, dista del 6 unidades.

Solucién:

Para a recta pedida necesitamos un vector de direccion, calquera vector contido no plano 1t
(1,1,0), e un punto, calquera que estea a unha distancia de 6 unidades do plano para que a
recta tameén o estea (lembra que a distancia dunha recta a un plano paralelo € igual a distancia
do plano a calquera dos puntos da recta).

|—2p1 +2p, —2p5 + 8| _

d(P, ) = =6 - |-2p, +2p, - 2p, +8 =612
( ) | m | | P1 P2 Ps |
Como podemos coller calquera, facemos ps=4 e p,=0. Entén |p,|=3v12 = p, =+3/12
JX:NEH . o5
A ecuacion da recta serd; (x,z) =(3v12,04) + A(110) - 1y =A - X y: . }
z=4 £=
-2p, +2p, —2p, +8
20202205 48| o |-2p, +2p, - 2p; + 8= 6412

diP,m = |

Ja+a+a |

Outro xeito seria buscar un plano a distancia 6 de 1. A distancia entre dous planos paralelos
cando as suas ecuacions son da forma Ax+By+Cz+D=0 e Ax+By+Cz+D’=0 pddese calcular

coa expresion: d(77,77) :% AZD _B?' = %
VAZ+B?+
D'=8-6v12

=6 -[8-D|=6J12 -

8-D'
‘¢4+4+4

D' =8+6412

A ecuacion xeral da recta pedida sera a interseccion dun calquera deses planos con outro
plano calquera non paralelo claro:



_{—2x+2y—22+8—6@:0

Xx+y+z-1=0

Fixate que a solucion deste problema dista moito de ser Unica.

_ X=3z+2
4 Dada a recta r de ecuacions: r =
y=-z+3

a) Determina a ecuacion do plano tque contén a r e dista \/5 do punto P(1,2,3).

b) Calcula a distancia do punto P a recta r.

Resolucion:

x—-3z-2=0

a) Ecuacion do feixe de planos que contén arectar:
) P q {y+z—3+t(x—3z—2):O

Comprobemos se o 1° plano do feixe de planos é solucion:

dP,m) = 1-9-2_10 Non é solucién
’ Ji+9 | V10 '

Tomamos agora a segunda expresion, xenérica:

dP,m) =

|2+3 3+4(1-9- 2| | -10t+2 |_
| |

‘ Vt2 +1+(1-31)° ‘ 10t - 6t +2
10t +2
=43 = -10t+2=+/310t? - 6t + 2 = (~10t + 2)? = 3(10t? - 6t + 2)

10t* -6t +2
_22+/484+560 _ {0'3879

100t? —40t+4 =30t?> —-18t+6 = 70t> - 22t -2=0 =
= 2+70 ~0'0736

So6 queda substituir eses valores na ecuacion do feixe de planos.

b) Necesitamos un vector de direccion da recta, (3,-1,1), e o vector que vai de P a un punto
calquera da recta, PQ =(2,3,0) - (12,3) = (11-3). A distancia do punto & recta sera:

|(3,—11)x(11-3)|_ 1 1 -3 _\/22 +(-10)2 + 42 o
(3-1D) V324 (-2 412 432+ (-1)2 +12

dP.r) =



5¢ posible que o produto mixto de tres vectores non nulos sexa 0? En caso afirmativo, da

un exemplo. Razoa a resposta.

Solucion:
En efecto, basta con que os vectores sexan coplanarios. Exemplo:

V=(123), W=(456), n=v+w=(579)

© Pode ser unha recta perpendicular a outra recta contida nun plano e non ser perpendicular

0 plano? Razoa a resposta utilizando unha figura.

Solucioén:

Claramente si, tal como aparece na figura.

[ Temos arecta r dada por un punto e un vector direccién: (P,u) e outra recta s dada por
(Q.v) ~Que condicién tefien que cumprir para que se crucen?
Solucién: Que o produto mixto dos vectores PQ, U e v sexa non nulo, xa que iso indica que

eses tres vectores non son coplanarios, o que sé pode suceder cando as rectas non estan no
mesmo plano, é dicir, cando se cruzan.

8 calcula a ecuacién do plano que pasa por (4,4,1) e é perpendicular a recta 4 8
X+2z=

3X-y= 5}
Solucioén:

Necesitamos un punto, (4,4,1), e un vector perpendicular 6 plano; serve un vector de direccion
da recta, polo que pasamos a recta a forma paramétrica:



X=t ]
y=—5+3tL
z=8-4t

3x—y=5} y=—5+3x}
4x+z=8)] z=8-4x

[(xy.2) - (4,4](13-4) =0 = x+3y -42-12=0

2x-y+z=3
O Determinar k para que os planos de ecuacions x-y +z=2 se corten nunha recta e
3x -y —kz=-4k

hacha a ecuacion do plano que contén a esa recta e pasa polo punto (2,1,3).

Solucion:
2 -1 1
1 -1 1|=2k-3-1+3-k+2=k+1 k+1=0 - k=-1
3 -1 -k
2 =rangoA < rangoB
12 #0= rangoA=1
rangoA:<(2 - - rangoB:
=-1#0=rangoA=2 1 -1 2=0=rangoB=2

3 -1

rangoA = rangoB = sistemaindet er minado

Efectivamente, para k=-1, os planos cortanse nunha recta. A sGa ecuacion ven dada por dous
planos diferentes que se corten nesa recta. Podemos coller dous calquera dos do sistema.

1 ' ] X+y+z=-5 x-1 y+1 z-10
O Determina o plano que contén arectar = e € paralelo a = =
x-3y-z=3 2 3 4
Resposta: Necesitamos un punto e un vector perpendicular ou dous vectores de direccién,
polo que debemos porier as ecuacions da recta r en forma paramétrica:
x=-1+t |
{x+y+z:—5 12422; 2x-2y=-2=x=-1+y } L
= =t
X—-3y—-2z=3 12-23; 4y+2z=-8=z=-4-2y y

r

z=—4—2J



x=-1+a+2p ]

(Xv A Z) = (_101_4) + C((:Ll,_2) + 8(213!4) - y=a+ 3[3

12-28: x-y=-1-f }
z:—4—20(+4BJ

282 +323: 2y +z=-4+1083

X-y=-1-[

} 1210 +22: 10x-8y+z=-14
2y +z=-4+10B

11 padaarecta r= x=2_y-1_z e oplano n=2x-y+3z+6=0, pidese:

a) Calcular o angulo que forman a recta e o plano.
b) Determinar a ecuacién continua da recta s, proxeccién ortogonal de r sobre Tt

Resolucion:

a) Necesitamos un vector de direccion da recta, (1,2,-1) e un vector normal ao plano, (2,-1,6)

|213E(1,21|| 2-2+3 |_

HZ -13)| 0121 [Va+1+on/1+a+1 =191066°

=)

b) Para proxeccién ortogonal de r sobre 11, podemos empregar a ecuacion xeral pois xa
cofiecemos un dos planos, o propio Tt O outro serd un plano perpendicular a 1Te contendo
a recta r. A ecuacion dese plano sera (un punto é o punto da recta, e vectores de direccién
son o vector de direccién da recta e o normal ao plano):

Xx-2 y-1 z \r
TE'

= a=arc sen(

1 2 -1=0-5x-5y-5z-5=0
2 -1 3
prox (r) L_
5x-5y-5z-5=
Arectasera: r = y=52-5=0 7
2x—-y+3z+6=0 T

12 caicula o volume do tetraedro de vértices o punto P=(1,1,1) e os puntos nos que o plano

TE2X+3y+2z-12=0 corta s eixes de coordenadas.

Solucién:

Empezamos calculando os puntos interseccion do plano coa eixes:



Co eixe X: 2X+3y+z=12
0 eixe X: y=0{ - (6,00)
z=0
2x+3y+z=12
e CoeixeV: Xx=0 ¢ - (0,4,0)
z=0
2x+3y+z=12
. Co eixe Z: x=0 ! - (0012)
y=0
Calculamos os vectores de P a cada un deses puntos. O volume sera o produto mixto deses
5 -1 -
vectores: [(5,-1-1),(-1,3-1),(-1,-111)]=|-1 3 -1=144
-1 -1 11

13 calcular a area do triangulo que ten por vértices a interseccion do plano

71 =2X+Yy+3z=6 cos eixes de coordenadas.

Solucién:

Empezamos calculando os puntos interseccion do plano coa eixes:

2Xx+y+32=06

« Coeixe X: y=0 _>(3,0,0)
z=0
2Xx+y+3z2=6

« CoeixeV: x=0 _>(O,6,0)
z=0
2Xx+y+3z2=06

* Co eixe Z: x=0 _>(0,0,2)
y=0

A area do triangulo serd a metade do médulo do produto vectorial dos vectores que van dun
deses puntos aos outros:

3,0,-2)%(0,6,-2 -12,6,18 -12)* +6% +18°

(80-2)x(06-2) _|(-12618] _ |(-12) G

Area = | = =
2 2 2




