Exercicios de autoavallacion

1 Dados os vectores (2,2,-1) e (-1,1,0), pidese:

a) Comprobar que son ortogonais.
b) Atopar outros dous vectores coa mesma direccion ca eses e modulo 1.
c) Atopar outro vector que forme cos anteriores unha base ortonormal de Ve,

Resolucion:

Dous vectores son ortogonais se, e sO se, 0 seu produto escalar é 0:

a) vLw = vov =0 - (22-1)f-110) =2{-1) +20+(-1) [0 =0  Son ortogonais.

b) Para obter un vector coa mesma direccién ca outro e con médulo 1 s6 temos que multiplicar
0 vector polo inverso do modulo:

(22-1) =22 +2° +(-1)" =3 =V = L(22-1) = {3 3,—1] ten médulo 1
3 3'3'3

(-120) = y/(-1)° +1° +0? \/_:>W_\/_(l,l,) [\/_\/_ J ten médulo 1

¢) Un vector que forme cos anteriores unha base ortonormal ten que ser perpendicular a eles e
ter médulo 1.

Lembra que o produto vectorial de dous vectores € outro vector perpendicular a eles:

él 42 é3
(Zé_ljg[_lio}z 2 —_1:(1 1 4}
3'3'3) (V2’42 3 3 3 3J2 3232

— = 0

2 2

Ese vector xa ten modulo 1 porque o médulo do produto vectorial de dous vectores é o produto
dos modulos (neste caso 1 e 1) polo seno do angulo que forman (e sen(90°)=1).

Comprobémolo:
(1}2[1J2[4J2 1 1 16
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2 Atopa a ecuacioén xeral do plano que:
a) Contén 6s “eixes” de coordenadas OX e QY.
b) Pasa polo punto (0,-2,1) e é perpendicular a recta:
(xy.2) = (5-12) +(12,-1)
¢) Pasa polo punto (1,2,3) e é perpendicular & recta de ecuacion:
{x -3y+z-5=0

r
2X+y-z=-2

Resolucion:
a) Tendo en conta que un vector caracteristico dese plano € o vector unitario coa direccién do

eixe OZ: 1 =(0,0,1), a ecuacion do plano sera: [(x,y, z) - (0,0,0)] {0.01) =0 - z=0

b) O vector de direccion da recta € un vector caracteristico do plano que se pide, polo tanto:
[(xy.2) - (0-22)]{12-1) =0 -~ x+2y-2z+5=0

¢) As ecuaciéns xerais dunha recta corresponden a dous planos que, 6 cortarse, determinan
esa recta. Polo tanto a recta estd contida en cada un dos planos e os vectores
caracteristicos deses planos son perpendiculares 6 vector de direccidon da recta: Eses
vectores son vectores de direccion do plano que buscamos:

= (xy,2)=(123)+ a(1-31)+ B(21-1) - 2x+3y+72-29=0

3 Atopa a ecuacion das seguintes rectas:
a) Recta que pasa polos puntos (1,4,-1) e (2,-1,0).
b) Recta perpendicular 6 plano 3x-y+2z-4=0 pasando polo punto (0,1,5).

x-2y-3=0

¢) Recta pasando polo punto (3,2,1) e paralela &recta: r = {x vdy-z=1

Resolucion:

Partiremos da ecuacion vectorial da recta, (xy,z) = (p,,P,.p;) +t{v,,V,.V,), ou da ecuacion

X=Py _Y~P, _Z-Ps
Vl V2 V3

continua,

, hecesitamos un punto da recta e un vector de direccion.
a) v=(14-1) - (2-10) = (-15-1) - r =(xy,z) = (2-10) +t(-15,-1) Ecuacion vectorial.

5x+y =9
X—-z=2

} Ecuacions xerais x-0 _Y- 9 _Z* 2 Ecuacion continua.
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b) O vector caracteristico do plano € un vector de direccion da recta. Polo tanto:

r=(xy,z) =(015)+t(3,-12) Ecuacion vectorial. g _y-1 % Ecuacion continua.

c) O vector de direccion da recta que buscamos ten que ser perpendicular 6s vectores
caracteristicos dos planos que aparecen na ecuacién xeral de r. Polo tanto, podemos usar,
como vector de direccidn, o produto vectorial deses vectores caracteristicos:

el éZ é3
V=1 -2 0|=28 +6,+66, = v=(216)
1 4 -

x-3 y-2 z-1
1 6

A ecuacion continua da recta sera:

x-1 y-2 z-3
1
do plano que contén a recta e esta a distancia 3 do punto.

4 Dada a recta r de ecuacion e o punto P=(3,-7,-2), determina a ecuacion

Resolucion:

i) Andlise do problema:

A distancia dun punto a un plano Ax+By+Cz+D=0 vén dada pola formula:

d(P, ) :|A1p1+Bp2 +Cp3 +D|
N reetact |

Como o plano ten que conter a recta, collendo dous puntos da recta e tendo en conta a férmula
anterior poderiamos propor un sistema de 3 ecuacions e 4 incégnitas que ten por soluciéns as
ecuaciéns do plano que estamos buscando (s6 poderiamos despexar tres incégnitas en
funcién da outra -cada plano ten infinitas ecuaciéns, que sé se diferencian no produto por un
namero-):

P=(123) A+B2+C3=-D WL

Q =(123) +(114) = (237) -~ AR+BB+C¥=-D

dp.r) = PA=7B=2C+Dl | j3a_78_5C+D|=AZ +87 + 2

~ JA24B24c2

Desafortunadamente, resolver ese sistema non semella cousa facil, e mais tendo un valor
absoluto na udltima ecuacion o que nos obrigaria a desdobralo en dous (hai dous planos nas
condicions do problema).



i) Un xeito mais doado é utilizar a ecuacion do feixe de planos que determina a recta r:

={x—y+1=0
F=lax-z-1=0

4x-z-1=0

- Feixe de planos E{4X_Z_1+)\(x—y+1) =0

O plano buscado ou é 0 4x-z-1=0 ou é da forma 4x—z—1+)\(x—y+]) =0 e temos que

resolver unha ecuacién cunha soa incégnita: A

12+ 2 - 13
d((3,—7,—2),(4x— z-1= 0)) = 12+2-1 = N £3 (4x-z—-1=0 non é este plano)

\/42+02+(—l)2

4x-z-1+A(x-y+1)=0 = (4+A)x-Ady-z+(1-1)=0

12431 +7A+2+A-1 _
J(@+A) + 4 +(-1)

114 +13 = 3J24 +8) +17 0 BFF_, 1214 + 2861 +169= 9[{24° +81 +17)

d((3-7,-2),((4+ A)x-Ay-z+(1-1)=0))

-16

— R - A=
103F + 2144 +16=0 _ 1 = 214++/214 4E|.03E|.6: 2141198: =506
20103 206 |, .5

Os planos pedidos son:
A=-2 o m=4x-z-1+(-2)(x-y+1) =0 = m=2x+2y-z-3=0

)\—_—8 T[=4X—Z—1+(_—8j(x— +1)—o n:ﬂ)ﬁi —Z—E—O
103 ~"° 103 YT T T =03 103Y T4 T 103 T

5 os puntos P = (1,1,0) e Q = (0,2,1) son dous vértices contiguos dun rectangulo. Un terceiro

y=0

vértice esta sobre a recta de ecuacioéns r E{ 1
Z =

Determina os vértices dun rectangulo que verifique as condiciéns anteriores.
Resposta:

Como en todos os problemas de busqueda de puntos, podemos buscar directamente o punto
mediante a resolucién de ecuacions que deba verificar ou intentar definilo como interseccion de
rectas ou planos.

Buscamos un punto X da recta r -polo tanto, da forma (x,0,1)- de maneira que 0s vectores

PX e PQ sexan perpendiculares (outra posibilidade é que o sexan os vectores QX e Q—P).

Esas condicions dan lugar as ecuacions.



a. PXe E) perpendiculares:
(x-10-11-0)({0-12-11-0)=0=> -x+1-1+1=0=x=1
b. Q—Xe (73) perpendiculares:
(x-00-21-1)f1- 01-20-0)=0=> x-2+0=0= x=2

Outro xeito de resolver o problema seria buscar o punto de corte da recta r co plano que pasa

por P (ou por Q) e ten vector caracteristico o vector PQ.

L . ” 2x+y-z=-1
6 Atopa o punto simétrico de P(2,-3,5) en relacidn & recta de ecuacion r =
X+2y—-z2=-6

Resposta:

Podemos empregar diversos métodos. Un seria atopar o punto Q da recta r mais préximo a P
e logo o simétrico.

Q serd ainterseccion de r co plano que pasa por P e é perpendicular a recta r. Atopamos a
ecuacién paramétrica da recta r resolvendo o sistema:

2[-2. x=4-t
}:2[26—1"": y=-5+t

2X+y+z=3 . 2X+y=3-t
rz{ y O y
zZ=t

X+2y—-z=-6 Hx+2y=—6+t

A ecuacion do plano que pasa por P e perpendicular & recta seré:
[(x,y,2)-(2-35)|{- 111)=0= —x+ y+2=0
x=1
O punto Q sera: —(4—t)+(—5+t)+t =0=>t=3=y=-2
z=3
O punto simétrico X debe verificar: Ej = QT( = (— 1,],—2) = (x, Y, Z) - (],—2,3)
O punto buscado ser4; (x, Y, Z) = (— 1,:L—Z) + (1—2,3) = (O,—l,l)

[ Dadoo punto P(2,0,-1) eoplano a =3x+y-z-1=0. Calcula o punto Q, simétrico a P,

respecto 6 plano a.



Solucioén:

)] Un xeito de calcular ese punto é calcular o punto do plano mais préximo a P
(interseccidn da recta que pasa por P e é perpendicular ao propio plano) e logo obter o
simétrico (ver o problema anterior).

i) Outro xeito seria calcular a distancia do punto ao plano e sumarlle ao punto un vector
perpendicular ao plano co dobre desa lonxitude que obteremos a partir dun vector unitario

: n
perpendicular ao plano —:

Al

=|3Dz+o—(—1)—11 6

. d(P,7) sl

. OX =0P+PX =(20-1)+ 12 (3-) —(5—8 12 —_23)

Ji1 V11 (1111 11
Como non cofiecemos a onde apunta o vector, é posible que a solucién sexa:

12 (—3,—11)=(—14 -12 ij
Vi1 V11 111111

OX =OP +PX =(20,-1)+

8 Calcula o angulo que forman a recta r =(x,y,z) =(2,-1-3) + (16,0) e o plano pasando polo

punto P(-2,6,1) e con vector caracteristico (vector normal asociado) v =(113).

Solucioén:

1+6

NE 2T

cosd) = | (160 (113

= = 0'346977= A=cos (0346977 = 696975
W12 +62 +0e412 +12 +3°

X+y+z=-5
X-3y-z=3

x=1 y+1 2z-1C
2 3 4

O Determinar o plano paralelo a econtendoar E{

Solucioén:



Se partimos da ecuacion vectorial do plano, necesitaremos un punto e dous vectores de
direccion.

Empezamos por pofier a recta r en forma paramétrica:

=t
_{x+y+z=—5 {1"‘—23: —-4y=-8=y=2 Jx—z
"Flx-3y-2=37 |123 + 22 4x+2z=—12:>z=—6—2x:'|y‘

z=-6-2t

Ecuacion do plano: (x,y,2z)=(0,2,-6)+a(1,0,-2)+B(2,3,4).

A ecuacion xeral sera:

X=a+23 l 122 +32:2x+z2=-6 + 83 l
y-2

y:2+3B 2a. —543 _
7=-6-20+4B) HY=2+3p=p=T0

2X+z=-6+8 = 6x-8y+3z=-34

x-1_ y+3_z-1 o Xx-2_y-1_z-1

10 calcula o angulo que forman as rectas =
1 1 1 -3 1

Solucioén:

Cos

(A) _| (211 + (1-3,) | |2-3+1
|

—‘\/22+12+12 .\/12+(_3)2+12‘ J6 ¢ 411
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