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Exercicios de Autoavaliacion

1 Atopa a ecuacion xeral dos seguintes planos:
a) Plano que pasa polo puntos (2,-1,0), (1,1,5) e (3,0,4).
b) Plano que pasa polo punto (1,-5,2) e é paralelo 6 plano 2x+3y+z+5=0

c¢) Plano que pasa pola orixe de coordenadas e contén a recta (x,y,z)=(1,1,2)+t(-3,1,4).

Resolucién: Dependendo dos datos serd mais doado partir dunha ecuacion ou doutra. NGs partiremos
sempre da ecuacion vectorial ou da normal.

a) Ecuacion vectorial do plano: (x, Y, Z) = (pl,pz,p3) +a E(vl,vz,v3) +p E(Wl,wz,wa)

Necesitamos un punto do plano (pode ser calquera dos tres) e dous vectores de direccién (0s que van
dun punto 6s outros dous):

v=(2-10)-(304)=(-1-1-4) w = (115) - (30,4) = (-2.11)
(xy.z) =(304) +a [(-1-1-4) + B[(-21])
x=3-0a-2p3 a a A
] T v
z=4-40+p

b) Dous planos paralelos tefien ecuacidons que con coeficientes
proporcionais (en especial iguais) agas no valor da D:

2x+3y+z+D=0
Como debe pasar polo punto P(1,-5,2):
21+3[{-5)+2+D=0=D=11

A ecuacion sera: 2X+3y+2z-11=0

c) Ecuacion vectorial do plano: (x, Y, Z) = (pl,pz,p3) +a E(vl,vz,v3) +p E(Wl,wz,wa)

Necesitamos dous vectores de direccion: Un pode ser o vector de direccion da recta e o outro o vector
que vai da orixe a un punto calquera da recta .

v=(-314)
i = (112) - (000) = (112
(xy.2) =(0,00) +a f-314) + B{112)

X=-30+B|  gaga_ y_y=-4q

y=a+B [ zapmpa z-2y=20

} X—-5y+2z=0
z=40+2p3

2 Atopa a ecuacion xeral dos seguintes planos:

a) Plano que contén 6s “eixes” de coordenadas OX e OY.
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b) Plano que pasa polo punto (0,-2,1) e é perpendicular & recta: (x, Y, Z) = (5,—l2) +t(],2,—1)

Resolucién: a) As ecuacions dos eixes OX e OY son:
OX = (xy,z) = (0,0,0) +t(1,0,0)
oY =(xy.z) = (0,0,0) +1'(0.10)

O plano que buscamos é o que pasa pola orixe e ten por vectores de direccion 6s vectores (1,0,0) e
(0.1,0): (xy.z) =(0,0,0) +a(10,0) + 5(0,10).

b) O vector de direccidon da recta é un vector caracteristico do plano que se pide, polo tanto:

[(xy.2) - (0-22)]{12-1) =0 — x+2y-z+5=0

3 Atopa a ecuacion das seguintes rectas:
a) Recta que pasa polos puntos (1,4,-1) e (2,-1,0).

Xx-2y-3=0

b) Recta pasando polo punto (3,2,1) e paralela & recta: r = {x vay-z=1

Resolucion: Partiremos da ecuacion vectorial da recta, (x,y,z) = (pl,pz,p3) +t[(vl,v2,v3), ou da

X=py _y-P, _Z-P
Vl V2 V3

ecuacion continua, 3 polo que debemos atopar un punto da recta e un vector de

direccion.

a) v =(14,-1) - (2-10) = (-15,-1) - r = (xy,z) = (2-10) +t(-15,-1) Ecuacién vectorial.

X=2-t

= - +
y = -1+5t X+ y_ 9} Ecuacions xerais xz2_y+l_z Ecuacion continua.
2 = _t X—z2=2 -1 5 -1

b) O vector caracteristico do plano sera un vector de direccién da recta perpendicular a el. Polo tanto:

y-1 z-5

r= (x, Y, Z) = (0,],5) +t(3,—12) Ecuacion vectorial. g === Ecuacioén continua.

4 Estudar para que valores do parametro k, o seguinte sistema ten mais dunha solucioén e, nese caso,
dar unha interpretacion xeométrica das solucions:

x—ky +kz =k
-X+ky+z=1
X+y+kz =k

Resolucién: Dado que é un sistema 3x3, para que tefia mais dunha soluciébn & necesario que o
determinante de A sexa 0.

1 -k Kk
-1 k =k?*-k-k-k?®-k?®*-1=-k*-2k-1
1 1 k
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*J4-4
5 2+
-k*-2k-1=0=2k=——"—"—=-1
-2

Comprobamos que efectivamente ten mais dunha solucién (tamén pode ser incompatible) estudando os
rangos:

1 1 -1

A=|-1 -1 1 | Oseurango é 1 porque so6 ten unha fila independente (a 3% é igual a 12 e a 22 é
1 1 -1 igual a 12 multiplicada por -1).

1 1 -1-1
M=|-1 -1 1 1 | Orangode M tamén é 1 polas mesmas razons.
1 1 -1 -1

O sistema é compatible indeterminado e o grao de indeterminacién é 2. A solucion do sistema
corresponde a interseccion de tres planos coincidentes: as tres ecuacions son equivalentes, logo
representan o mesmo “obxecto”.

5 Estudar a posicion relativa dos seguintes planos en funcién do parametro k:

ny =kx+2y+3z=1
M, =x+(k+)y+3z=k
T =(k+D)x+3(k+1)y+9z=2

Resolucién: Estudamos cal é a interseccién dos planos segundo os valores de k:

kx+2y+3z=1 (K 2 3 (K 2 3 1)
x+(k+1)y+3z = k A=L1 k+1 3J M=L1 k+1 3 kJ
(k+Dx+3k+Dhy+9z=2 k+1 3k+3 9 k+1 3k+3 9 2
k 2 3
1  k+1 3|=-3k>+9k-6
k+1 3k+3 9

3+49-8 ki =2
324 OK—6=0 « K2-3Kk+2=0 « k=2¥I=S sz{k;q

Casol: k #2 e k #1. Sistema compatible determinado, os planos cértanse nun Gnico punto.

Caso Il k=2

2x+2y+3z=1 (2 2 3) (2 2 3 1)
x+3y+3z=2; A=|1 3 3 Mzkl 332
3x+9y+9z=2 3 909 39092
‘i §‘=6—2=4¢0:>rango(A)=2

2 2

1 3 2/=12+12+9-9-36-4=-16 # 0 = rango(M) = 3
3 9 2

O sistema é incompatible, os tres planos non tefien ningln punto en comun.

Fixadndonos na matriz do sistema vemos que a 22 e a 32 filas son proporcionais, agads 0s termos
independentes (0s vectores caracteristicos dos planos 2° e 3° tefien a mesma direccion), polo tanto eses
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dous planos son paralelos (o outro plano si se cortaria con eles, pero os tres non coinciden en ningin
punto).

Caso lll: k=1
X+2y+3z=1 (1 2 3) (1 2 3
x+2y+3z=1 Aztl 2 3J Mzkl 2 3 1
2x+6y+9z =2 2 6 9 2 6 9 2
X+2y+3z=1 1 2 3 1 2 31
XxX+2y+3z=1;A=|1 2 3]M=|1 2 3 1
2X+6y+9z=2 2 6 9 2 6 9 2
1
) j:9—6:3¢0:>rango(A):2
1 3 1
1 3 1| = 0(tenduadilasiguais)=> rangoM ) = 2
2 9

O sistema é compatible indeterminado. E evidente que a 22 ecuacion é igual & 12, pero tifiamos que
estudar os rangos para sabermos se o sistema é compatible ou non.

A solucion é a recta interseccion do 1° plano (ou o 2° pois son 0 mesmo) e o 3°.

6 Estudar a posicion relativa das seguintes rectas:

x+3y-z=1 <= -X+y—-2z=3
2X-y+z2=-2 T |2x+3y-2z=1

r

Resolucién: Coas rectas en forma xeral, o xeito mais doado é estudar o rango das matrices A e M.
Farémolo por Gauss:

1 3 -1 1 1 3 -1 1 1 3 -1 1 1 3 -1 1
2 -1 1 -2 2.2/ 0 =7 3 -4 0 -7 3 4 0 -7 3 -4
-1 1 -2 3|7 3412|0 4 -3 4| 3a3+23|0 0 -9 12|~ 0O 0 -9 12
2 3 -2 1 42-22\0 -3 0 -1 4a7-22310 0 9 5 4433\0 0 0 -7

Vemos que rango de A é 3 e o rango de M é 4, polo tanto non hai solucién, non tefien puntos en comun:
as rectas crizanse.

- = Xx-1 +1 z—-2
7 Estudar a posicion relativa das rectas r = 2x+y-2z=1 e s = = y =
3X+2y-z=2 -6 8 )

Resolucién: A posicion relativa de duas rectas podemos estudala a partir do rango da matriz:

P.=d: Pz =0z Ps~0Us (pl,pz,ps) e (ql,qz,q3) son un punto de cada recta.
A=l v, v, Vs,

W W W o
! 2 3 (vl,vz,v3) e (Wl,WZ,W3) son vectores de direccion das rectas.

» Rango(A)=1, as rectas son coincidentes.
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e Rango (A)=2, as rectas cortanse (0s vectores de direccion son independentes) ou son
paralelas (un dos vectores de direccién é igual 6 outro multiplicado por un ndmero).

» Rango(A)=3, as rectas crizanse.

Empezamos por atopar un punto e un vector de direccion de r resolvendo o sistema e obtendo as
ecuacions paramétricas da recta:

2 2x+y=1+2t x = 3t
]1=4—3¢0_> 3X+2y =2+t = y=1-4t

{2x+y—22=1
2
3 z=1 z=1t

3x+2y-z=2"

Un punto da recta é (0,1,0) e (3,-4,1) é un vector de direccion.

Na recta s xa son explicitos: (1, -1, 2) e (-6, 8, -2), respectivamente.

1 -2
=-4+6=2%20=rango(A) =2
1 -2 2 ‘3 —4‘ (")
-6 8 -2 3 -4 1|=0=rango(A)=2
-6 8 -2

Polo tanto, as rectas cértanse nun punto.

8 ¢Para que valores de a son linialmente dependentes os vectores U =(a,a -1) e
V=(2+3a,a-4)?

Solucién:
(a 9+4/97
o} a-1 9+481+16 J 1= -
=0 - a?-40-30°-50+2=0 - 202 -9 +2=0 o g =———— = 4
2+30 a-4 -4 9-497
{uzz 4
2x+ky=0

9 Estudia, en funcién do pardmetro k, cal é a posicion relativa dos planos: x +kz =k
X+y+3z=5

Solucioén:

2 k 0
1 0 kl=k?-3k-2k=k?-5k
1 1 3

, k=0
k®-5k=0 - k(k-5)=0=
k=5
Caso I: k distinto de 0 e de 5, o sistema é compatible determinado (solucién Unica). Os planos
cortanse nun punto.

Caso IlI: k=0, temos que estudia-los rangos das matrices:

Matematicas Il: Problemas de Xeometria Afin do Espacio 5



&% XUNTA DE GALICIA Plafaforma educativa
:*: COMSELLERIA DE EDUCACICON EY; daformacion a distancia
ACHD RS I B0 WA B emente.ne
e s W LR OO S0C www igssanclemente net

(2 =rango A <rangoB
|2/ #0 = rango A= 1 |
J J 2 0 0
rango A:y|12 O rango B:
1=2¢0:>rangoA=2 [[1 0 0O[=0=rangoB=2
1 1 5

rango A =rango B = sistema compatible indeterminado
Os planos cdrtanase nunha recta, a solucion depende de 1 parametro:
dimension solucion=num. de incognitas - rango das matrices

Fixate que o 2° plano é igual 6 1°.

Caso IlI: 5=0.
(2= rango A <rangoB
(121#0=rango A>1 |
J Jz 5 0
rango A:y[2 5 rango B:
1 0:—5¢OzrangoA:2 1 0 5/=5-25-10#0=rangoB=3
{1 1 5

rango A #rango B = sistema incompatible

Os tres planos non se cortan en ningln punto, pero si se cortan dous a dous (fixate que os
vectores normais dos planos tefien todos diferentes direcciéns).

1 1 1
2+J4-4

1 k 1=k®>+1+1-k-1-k=k®-2k+1 k2—2k+1=0_.k=T=1

11 k

10 Dpiscute e resolve e interpreta xeometricamente, segundo os valores de a, o0 seguinte
sistema de ecuacions:

ax+ y+z=1 l

X+ay+ z= a

X+y+az= &
Solucion:

Estudamos que valores anulan o determinante da matriz do sistgema

X=-2

1
1=a*-3a+2a’-3a+2=00R""_ (x+2)(x-1)? :o:{ L
X =

B o
N I S

Caso I: a distinto de -2 e de 1, o sistema é compatible determinado (solucion Unica), osistema
corresponde a tres planos que se cortan en un unico punto.

Caso Il: a=-2, temos que estudiar os rangos das matrices:
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(2=rango A <rangoB
|2/ #0 = rango A>1 |
J J -2 1 1
rango A:y|-2 1 rango B:
) 2=4—1¢0:>rangoA=2 [[1 -2 -2/=9#0=rangoB=3
1 1 4

rango A #rango B = sistema incompatible

Dado que, colledas duas a duas as ecuacions, os coeficientes das incégnitas non son
proporcionais, 0 sistema corresponde a tres planos que non se cortan e non son paralelos
(dous a dous determinan rectas, pero esas rectas si son paralelas).

Caso lll: a=1.

1=rangoA<rangoB

111
1111
rangoA:{A=|1 1 1|=rangoA=1- rangoB:
B=(1 11 1|=rangoB=1
111
1111

O sistema é compatible indeterminado, corresponde a tres planos coincidentes.

11 Dados os sistemas de ecuacions:

X+y-3z=0 X+y-3z=4
3X+2y+z=0;e 3X+2y+z=10
2x+y+4z=0 2X+y+4z=06

a) Resolveos e escribe as solucions en forma paramétrica.

b) Hai algunha relaciéon entre as soluciéns dos dous sistemas? Xustifica a resposta.

Solucién:

=0

BN R

1
Calculamos o determinante da matriz dos coeficientes: |3 1

2 4
Sabemos que ten solucién (¢ homoxéneo), pero é indeterminado e debemos estudar o rango para obter
a solucion:

1 1 -3 [1#0= (rangodeA)=1
ASI3 2 1oy (rangodeA) = 2
51 4 3 2° -3# 0= (rangodeA )=

Podemos despexar duas incégnitas en funcioén da outra (x e y en funcion de z):
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X+ y= 3t X+y=3t iA am_1a
V=3 o efsseidnt By L y =1
3X+2y=-t 3x+2y=-t
z=t x=3t-10t - x=-T7t

X=-Tt
As solucions do sistema todos os puntos da forma: 'y =10

z=t

Observa que se trata da ecuacién paramétrica dunha recta no espazo, unha recta que pasa pola
orixe de coordenadas e con vector de direccion (-7,  10,1).

Resolvamos o segundo sistema. Xa sabemos que det(A)=0, comprobemos o rango da ampliada:

11 -34 11 4
M={3 2 1 10|-1|3 2 10=0 Osrangos son iguais, o sistema & compatible.
21 4 6 2 1 6

Podemos despexar duas incognitas en funcién da outra (x e y en funcion de z):

X+y=4+3t X+v=4+3t i am_1a
y y 0 O ERF L y = 30+10
3x+2y=10-t 3x+2y=10-t
z=t x=4+3—(30+10t) - x=-26-Tt

X=-26-Tt
As solucions do sistema todos os puntos da forma: Yy =30+10

z=t

Novamente obtemos a ecuacion paramétrica dunha rect  a no espazo, neste caso unha recta que
pasa pola polo punto (-26,30,0) e con vector de dir eccién (-7,10,1). E unha recta paralela a que
corresponde as solucions do sistema homoxéneo.

As solucions dun sistema de ecuacions lineais con t res incognitas son sempre elementos do
espazo:

e Un punto se ten solucién Unica.

e Unha recta se o0 seu grao de indeterminacion é 1 (n®  incognitas — rangos = 1 é dicir, neste
caso, gue 0S rangos sexan 2).

e Un plano se o grao de indeterminacion é 2 (n°incég  nitas — rangos = 2, rangos 1).

Se o sistema fose de dlas ecuacidns, as solucions s  on elementos do plano (ddas dimensions):
« Un punto se ten solucion Unica.

« Unha recta se o seu grao de indeterminacion € 1 (n®  incégnitas — rangos = 1 € dicir, neste
caso, que os rangos sexan 1).
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