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Variables estatisticas
Un dos obxectivos da Estatistica € o estudio de caracteres asociados a unha certa poboacion:
son as variables estatisticas.

Exemplo: 0O exame de selectividade de Filosofia consta de 2 temas elixidos 6 chou de

entre 7. Un alumno s6 estudiou 4 e quere Preguntas que Nota frec. frec. relativa
saber cal € a nota que pode esperar no sabia
exame. Para averigualo valorou cal seria 0 0 1 1/5
0 seu resultado nas 5 dltimas probas: 1 5 2 2/5
¢ Que nota pode esperar no exame? 2 10 2 /5

Solucién: a) A nota do exame é unha
variable estatistica. A nota media deses exames € a nota que pode esperar:

f=2xi E’ﬁi =OB]—-+5|£+1ODZP=6
i 5 °5 5
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En moitas ocasions, non podemos utilizar os datos da poboacion; ben porque desexemos facer
o estudio antes de recoller os datos; ben porque sexa dificil ou costosa a recollida de datos (o
método do alumno do exemplo anterior s6 proporciona unha idea aproximada pois de os
resultados poden variar segundo en cantas probas comprobe cal seria a sta nota).

Nesas e en moitas outras situacidns € preferible describir a situaciéon cun modelo tedrico que
podemos construir asignandolle a cada valor da variable unha medida tedrica das suas
posibilidades: unha probabilidade.

Exemplo: No exemplo anterior podemos estudiar cales son as posibilidades tedricas de
obter cada unha das notas o que nos permitira cofiecer cal € a nota que pode esperar o alumno
na proba de Filosofia.

Esta claro que s6 pode sacar un 0 (se non estudiou ningdn dos autores), un 5 (se estudiou so
un) ou un 10 (se estudiou 0s dous), pero as tres notas non tefien as mesmas posibilidades.

Experimento aleatorio:  Elixir 6 chou 2 autores entre 7.

Espacio mostral: _ Conxunto de resultados do experimento.

{(1,2),(1,3),(1,4),...,(2,3),(2,4),(3.4),... } en total: C;, = @ = ﬁ =

Probabilidade: Como tddolos exames tefien a mesma probabilidade de sair podemos utilizar
as probabilidades de Laplace:

C
1. Probabilidade de sacar 0 (non saber ningin dos autores): P{Nota =0} = C_32 = 211
72
- . ey CaalC3y 12
2. Probabilidade de sacar 5 (saber un dos autores): P{Nota =5} = C— 21
7.2
C
3. Probabilidade de sacar 10 (saber os dous autores): P{Nota =10} = C;AZ = 231
7,2

Podemos calcular a nota media, nota esperada, utilizando as probabilidades en lugar das
frecuencias relativas:

%= x b =002 +502 +1002 =571
i 51 1T oy

Se 0s valores dunha variable lle asociamos non a frecuencia dunha serie de probas senén a
probabilidade de ese resultado obteremos unha variable aleatoria (no exemplo anterior, a nota
da proba é unha variable aleatoria).

A Lei dos Grandes NUumeros establece que a probabilidade é o limite das frecuencias relativas
cando o numero de datos tende a infinito.

Podemos considerar unha variable aleatoria como o limite das variables estatisticas cando o
namero de integrantes da poboacion tende a infinito, e a media da variable aleatoria a nota
media que acadariamos de facer infinitos exames.
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Variables aleatorias

As variables aleatorias son modelos teoricos, equivalentes as
variables estatisticas cuantitativas, nas que en lugar de
asignarlle a cada valor unha frecuencia, asignarémoslle unha
probabilidade.

Na Lei dos Grandes Numeros diciamos que a probabilidade é o
limite das frecuencias relativas cando o nimero de datos que
tomamos tende a infinito. Do mesmo xeito, podemos
considerar as variables aleatorias como limite das variables
estatisticas correspondentes a unha poboacion que tenda a
infinito.

» Variable discreta: Aquela que s6 toma valores illados.

* Variable continua: Toma valores nun intervalo [a,b].

Para indicar como se distribuirian teoricamente os distintos
valores dunha variable aleatoria X construimos a funcion de
distribucién asocidndolle a cada numero real a probabilidade
de que a variable aleatoria tome un valor menor ou igual que
ese nimero:  F(x) =P{X < x}

A funcion de distribucién establece unha relacién entre a
variable aleatoria e a probabilidade.

Variables discretas

Unha variable aleatoria X é discreta cando s6 toma valores
illados. Designaremos ese os valores por x; i=1, 2, 3, ....

A funcién que asocia cada valor dunha variable aleatoria
discreta ca sua probabilidade chamaselle funcion de masa de
probabilidade : p;=P{X = x|

A funcion de masa de probabilidade equivale a frecuencia
relativa das variables estatisticas.

A suma dos p; é sempre 1: Y p, = D P{X =x} =Pr(E) =1

BExperimento
aleatorio

N

| Resultad oSl Robabilidade

Varable
aleatoria

NUmeros reais

Funcién de
distribucion
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Exemplo: a EPA rexistrou, no 1° trimestre 1999, un 40% de
paro entre as persoas de 16 a 19 anos. Queremos estudiar cal
€ a situacion nas familias con dous membros entre 16 e 19.

* Experimento aleatorio:  Elexir duas persoas de 16 a 19
anos.

» Variable aleatoria: Numero de parados entre esas duas
persoas. A variable toma os valores x;=0, X,=1 e X3=2.

* Funcion de masa de probabilidade:
p1=P{X=0}=06-0'6=0"36
po=P{X=1}=0"4-0'6+0'6-0'4=0'48
ps=P{X=2}=04-0'4=0'16

Fixate que a suma de todolos p; € 1.

* Funcion de distribucion:

0 se x<0
036 se 0sx<1

F(x) =
084 se 1sx<?2

1 se 2<x

Media e desviacion tipica

De xeito semellante as variables estatisticas discretas, podemos
definir a media, a varianza e a desviacion tipica dunha variable
aleatoria discreta sen mais que substituir as frecuencias relativas
polos p; :

n
v Media: W= ZXipi
i=1
n
v Varianza: g2 = z (Xi - H)Z Pi
i=1

n
v' Desviacion tipica: 0 = \/? = Z(xi —u)zpi
i=1
Tameén dispofiemos de duas formulas para calcular a varianza dunha
variable aleatoria discreta:

n
o = Z(xi - u)zpi desenvolvendo o cadrado queda:
i=1
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n

o = an(x? ~2u + 12 = 2Py ~ 2up; + 1)

i=1 i= 1
n
- Z X - ZZMX,p, +Z“ Pi = szpl ZHZX,pI +tH Zpl
i=1 i=1 i=1
n n
= > x2p - 2up+ 1= Y a2y -
= -
| ) ] |
Varianza: o2 = Z(Xi - u)zpi = inZpi _
i=1 i=1

Exemplo: No exemplo anterior

H=00[036+1[0'48 +2[016 =0'8
A media representa o niumero de parados que podemos esperar, de
ai que en ocasibns a media tamén se lle chame esperanza
matematica .

Exemplo: A varianza e a desviacion tipicas da variable
X="numero de parados” son:

n
02=Y x%p,~n* =0% 036 +1° (048 + 2° (016 -0'8° = 0'48

i=1
0 =4/0'48 =0'69

O modelo binomial

E un modelo tedrico discreto (variable aleatoria discreta) que se

aplica a situacions nas que:

* Realizamos un experimento con s6 dous resultados: A e B :
P(A)=p PB)=1-p=gq

« O experimento repitese de xeito independente un certo nimero
de veces n.

» Avariable aleatoria X indica o nimero de veces que se produce 0
resultado A (toma valores naturais de 0 a n).

Exemplo: Un 52% dos nacementos corresponden a mulleres e un

48% a homes. Unha parella decidiu trer 3 fillos. ¢Cal é a

probabilidade de que ninguin sexa muller, de que s6 1 sexa muller,
2

Solucién: Supofiemos que sexo de cada fillo é independente do dos

demais.

X="num. de mulleres” é unha variable binomial, pois:

» Cada fillo € un “experimento” con dous resultados excluintes: ser
home ou ser muller.
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» Podemos considerar que o sexo dun fillo é independente do dos
demais. Cada nacemento é independente dos outros.
* Avariable aleatoria conta 0 numero de veces que se produce un
dos resultados: ser muller.
A funcién de masa de probabilidade é:
Pr{X =0} = 0'48 '48 '48 = 0'48° = 1[0'48°
Pr{X =1} = 0’52 [0'48 (048 + 0'48 [0'52 [D'48 + 0'52 [D'52 (048 = 3 [D'52 [D'48>
Pr{X = 2} = 0'52 [0'52 [0'48 + 0’52 [1'48 [D'52 + 0'48 [0'52 (D'52 = 3 [0'52% [D'48
Pr{X =3} =052 052 0’52 = 052° =1D'52°
Fixate que os numeros 1, 3, 3 e 1, que aparecen has expresions
finais desas probabilidades, corresponden 6s xeitos diferentes que
hai de elexir 0 mulleres entre 3 nacementos, 1 muller entre 3
nacementos, 2 mulleres entre 3 e 3 mulleres entre 3 e dicir as
combinacions de 3 obxectos elexidos de 0 en 0,3 de 1 en 1, 3de 2
en2e3de3en3. Enxeral:

Cai = (?) - Prix =i} = (?j [0'52' (048%™

Distribucion binomial

Funcion de masa de probabilidade dunha binomial: vén dada
pola expresion:

P{x =i} =m ' [-p)"”

Temos que comprobar que a funcion de masa de probabilidade

esta ben definida: Z(TJ ' Q1-p)"' =1

Dita suma compréndese co desenvolvemento do Binomio de

Newton: a potencia n do binomio (p +(1-p))"

Zm P ii-p) = @ P d1-p)° + @ B dL-p) +. =

i=0
=p+@-p)"=(+1-p)=1"=1
Indicamos por B(np) &s variables aleatorias binomiais de

parametros n (nimero de veces que se repite 0 experimento) e
p (probabilidade do resultado que se conta).



E XUNTA DE GALICIA F'|..‘|TI..'|T-Z-II'|'I-.'I educativa

COMSELLERIA DE EDUCACION s datormacian a distancia
E ORDENACION UNIVERSITARIA FOMD0 S0CIAL WA T2 amante e
== AR A ey www.iessanclemente net

Media e desviacion tipica no modelo

binomial

Unha das vantaxes de ter un modelo teé6rico é que podemos
obter unha formula para calcular os parametros da distribucion.
No caso dunha variable aleatoria binomial:

« Media: H=nlip

. Desviacion tipica;  ° V" P {2-p)

Exemplo: Entrevistase a 10 persoas dun grupo de 100, do que

60 son mulleres.

¢ Cal é a probabilidade de que 5 sexan mulleres?
Solucion: A variable X="nimero de mulleres entrevistadas” non €&
binomial, pois non se verifican as hipéteses do modelo, en particular
a independencia dos n experimentos.

2°muller _59
P{ }1°muller}_£

2°muller _ 60
P{ /}(1°home} " 99

Esas probabilidades son diferentes, 0s experimentos non son
independentes. Sen embargo, como a diferencia € pequena,
podemos usar 0 modelo binomial obtendo unha aproximacion.

p{x =5} = (150j [0'6° [0'4° =0'2007

Variables aleatorias continuas

Para manexar variables estatisticas continuas agrupabamos os
datos en clases transformandoas en variables discretas e
representabamos eses datos agrupados utilizando histogramas
de frecuencias. Esto conleva unha perda de informacion en
aras da simplicidade do tratamento.

Histograma

Os histogramas son diagramas de areas e cumpren:
» Tobdalas barras tefien altura maior ou igual a O.
« Area total das barras é 1.

* A funcién de distribucion F(x) é a area baixo das barras ata

ese valor de x.

—_ N w B
N
~
> o
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Supofiamos que a poboacién correspondente a esa variable
estatistica faise cada vez maior.

4 Para evitar a perda de informacién, debemos elixir moitas mais
3 clases (resultara un histograma como o da figura) e a area de
cada barra € agora moi pequena.
2
Extrapolando o proceso ata o infinito:
1
« A \variable estatistica transformarase nunha variable

2 4 6 8 10 aleatoria continua.

* O perfil en escaleira do histograma € a grafica dunha

Funcion de densidade funcion. Esa funcién recibe o nome de funcién de

densidade e apoiaremonos nela para definir as
4 ?f\\ probabilidades asociadas & variable aleatoria.
3 f « As barras transformanse en lineas:
2 0 As bases de cada barra vanse reducindo ata “case”
1 puntos (nomearemos esas bases como dx, diferencial de
X).
2 4 6 8 10 o A altura de cada barras é o valor da funcion de

densidade no punto no que se transformou a base, f(x).

e A funcibn de densidade “hereda” as propiedades dos
histogramas:
o O seu valor é sempre positivo: f(x)=0
o0 A area baixo a grafica da funcion de densidade (que
corresponde coa area total do histograma) segue sendo 1.
Para representar areas limitadas polo eixe X e a gréfica
dunha funciéon entre os puntos a e b empregaremos a

notacion f:f(x)dx (lese “integral definida de f(x) diferencial x

b
entre a e b”): If(x)dx =1

a

0 A probabilidade de que a variable X sexa menor ou igual a un
valor x (funcion de distribucién) serd a éarea limitada pola
gréfica da funcion de densidade e o eixe X ata ese valor:

P{X < x}=F(x) = Tf(t)dt

A media e varianza deste tipo de variables aleatorias tamén

se calcula empregando a funciéon de densidade.
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Exemplo: Para elixir 6 chou unha direccion. Sexa a variable aleatoria
X="un angulo entre 0° e 360°". ¢Cal é a funcion de densidade de X?
Solucion: Dado que tdédolos valores no intervalo [0,360] deben ter a mesma
probabilidade de sair, f(x) debe ser constante nese intervalo e 0 fora del.
0= {k se x0[0:360]
0 noutro caso

Calculamos o valor de k tendo en conta que a area baixo a gréafica de f(x)

debeserl: A=-360k=1—k=_1_

360
A funcién de distribuciéon, que nos permite calcular as probabilidades
asociadas, sera a area debaixo da funcién de densidade (un rectangulo de
altura 1/360 e base x):

1
——X 0<x<360
F(x) =360
0 noutro caso

A distribucion normal

A distribucion binomial é atil para a descricion dunha gran
cantidade de situacions pero, cando o nimero de casos é moi
elevado, o calculo das probabilidades asociadas € moi
complexo.

De Moivre (1667-1754) descubriu que se pode aproximar as

probabilidades asociadas a unha binomial coas éareas

correspondentes baixo da funcion:

X2

1 _

f(x)=—e 2

N 2TT

Posteriormente comprobouse que moitas variables aleatorias

continuas tefien funcions de densidade son semellantes a esa
funcions. Son as variables aleatorias normais

Cando un fenébmeno fisico que toma valores nun intervalo esta
influido por moitas variables de xeito que a influencia de cada
unha sexa pequena en relacion &s demais, seguramente pode
ser descrito por unha distribucibn normal (estaturas, pesos,
esperanza de vida, erros 0 medir unha magnitude, duracion
dunha maquina, etc. son exemplos de procesos que poden ser

descritos por variables aleatorias normais).

. f(x) = k
Area=1
180 360
1%)=305
X 360
OAN(0,1)
02|
o d &
5> 1 1 2
041 N(3,1)
024
./ \
1 2 3 4 5

As normais son:

= Simétricas respecto a
media

= A grafica é mais
“aplanada” canto maior é
a desviacion tipica.

= Un intervalo centrado na
media e amplitude 20
contén unha
probabilidade de 0’68




N(0,1)

F(¥)

O wvalor da funcion de
distribucién nun punto x é a
area baixo a funcién de
densidade ata ese valor x.
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Formalmente, unha variable aleatoria normal é unha variable
continua, definida en todo R, e que ten funcién de densidade:

) = 1 W’
=——e 2
oo 2°

A funcion de densidade da normal non ten unha primitiva
elemental polo que, para calcular probabilidades asociadas,
transformase a variable noutra de media O e desviacion tipica 1
(tipificase) e faise uso dunhas taboas da funcion de distribucion
da N(0,1) (se non se fai a transformacion, necesitariamos
unhas taboas para cada normal o que é claramente imposible).

(1 a media, o a desviacion tipica)

Tipificar unha variable

Consiste en transformala noutra co mesmo tipo de distribucion
pero de media O e desviacion tipica 1.

Cando a unha variable aleatoria X de media pu e desviacion
tipica o, se lle suma unha constante ou se multiplica por un
namero obtemos unha nova variable coas seguintes
caracteristicas:

* Y=X+a,tenmedia p+a e varianza o.

e T= 5, ten media = e varianza ~.
b b b

. X - . SV
* En patrticular, zZ S ten media O e desviacion tipica

1. A Z chamarémoslle variable tipificada.

Exemplo: O diametro dos parafusos feitos por unha méaquina segue

unha distribucion normal de media 5 mm e desviacion tipica 0°005 mm. Se

s6 son validos os parafusos cunha medida entre 4'98 e 505 ¢Cal é a

porcentaxe de parafusos validos?

Solucion:  As probabilidades asociadas a normal calctlanse a partir da

funcion de distribucion N(0,1), para o que € necesario tipificar a variable:
X-5

X ON(5,002) = Z = ON(O)

4'98 -5 <7< 5'04 -5
002 002
= F(2) aparece directamente nas taboas: 0’9772
= F(-1) non figura nas tdboas, o seu valor calctlase a partir da simetria da
funcion de densidade: F(-1)=1-F(1)=1-0'8413=0'1587

P{4'98 < X <504} = P{ } =p{-1<Z <2} =F(2)-F(-))

10
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*= Polo tanto: P{4'98<X<5'04}=0'9772-0'1587=0'8185
= A porcentaxe de pezas validas é 81'85%

Aproximacion binomial pola normal
En moitas ocasions, debemos empregar un modelo binomial
con valores de n moi grandes.

Nesas ocasions € practicamente imposible o célculo dos
valores da funcion de masa de probabilidade.

O matematico Abraham de Moivre (Vitry-le-Frangois 1667, Londres
1754) descubriu que, con certas condiciéns, podemos aproximar 0s
valores da funcibn de distribucion da binomial por os
correspondentes a normal coa mesma media e desviacion tipica.

Sexa X0OB(n,p), e verificaque n(p>4 e n{1-p)>4 entdn:

PlasX<b}=P{as<vy<b} sendo YDN(n [p,4/n [p Ell—pi) (Y é unha
normal de media a media de X, n-p, e desviacion tipica a desviacién

tipica de X, {np M1-p).

11
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A distribucién normal Histograma de pesos
Unha variable aleatoria continua é un modelo tedrico para de ameixas de Carril

02
a descricion de variables estatisticas de tipo continuo.
Para “inventar” unha variable aleatoria aplicable a un certo
proceso debemos atopar unha funciéon de densidade que
se aproxime 0s histogramas desa variable estatistica.
Vexamos cal poderia ser o proceso coa distribucion

normal.

Funcion de
densidade

Hai un gran numero de fendmenos fisicos que tefien 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

histogramas de frecuencias relativas semellantes 6 da

Peso

figura (peso de ameixas de Carril). Debemos atopar unha funcién de densidade cunha gréafica

semellante 6 perfil deses histogramas.
Temos varias funcidons elementais que tefien unha grafica cunha

forma semellante:

1

1. Fraccions alxébricas, como f(X) =

x% +1 )
2. Parte da gréafica da funcidon exponencial (cando o expofiente é
negativo): f(x) = e*

As fracciéns alxébricas presentan dous problemas insalvables, polo

gque debemos rexeitalas: poden non ter media nin desviacion tipica e _/

as areas baixo da funcion lonxe da media non son nulas, en contra >
do que acontece coas variables estatisticas que pretende describir.
Para que a grafica da exponencial se axuste 6 histograma

debemos facer que o exporfiente sempre sexa negativo, elevando 6

2
cadrado e cambiandolle o signo: f(x) = e™*

Dese xeito conseguimos tamén que sexa simétrica 6 pasar a ser -2 -1

unha funcion par.

1 2
f(x)=€
1 2
fx)=e"
1 2

Resulta unha funcion simétrica en relacion & orixe, con valores sempre positivos e definida en

todo R, cousa que non sucedia coas variables estatisticas das que partimos, pero os seus

valores tenden a O rapidamente 6 alonxarnos da orixe e a area baixo da gréafica lonxe da orixe é

despreciable’.

100
—x2 -
! Por exemplo, a area entre 10 e 1000 é: Ie X“dx = 13140521078’

10
12
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Para que sexa funcion de densidade, a area baixo da gréafica debe ser 1. Como a funcién non ten

primitiva elemental (non é posible aplicar Barrow), calculamos a area mediante integracion por

0 10
2 2
métodos numéricos utilizando unha calculadora: Ie X dx = Ie X dx = 1772453851
—00 -10

O valor que obtivemos da area é certamente curioso: elevando 6 cadrado:
(177245385 = 3141592654 | e dx=/1

. . . 1
Dividindo a funcién por ese valor conseguimos que a area sexa 1: f(x) = T e

Esa funcién xa é unha funcién de densidade, a media e a desviacion tipica son:
_ 10
U= fxe X dxzj'_loxe “ dx=0
1 42

o2 =fx2e‘X2 dxszoxze‘X2 dx=05=0= 5=

Seria moito mellor se a desviacion tipica fose 1 (variable tipificada), para o que debemos facer

unha nova transformacion:

e_[JXEJ . XON(O]).

13



