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Unidade 8: Funcions elementais

1. Funcidns polinémicas.
2. Funcions racionais.
3. Funcions exponenciais e logaritmicas.

4. Funciéns trigonométricas.

Funciéns

O concepto de funcién como relacién entre magnitudes € moi antigo: os matematicos gregos
sabian que a lonxitude dunha circunferencia obtense multiplicando o seu diametro pola
constante =, Galileo descubriu que o espacio que percorre un corpo o caer € igual 6 cadrado
do tempo multiplicado por 5, etc.

Sen embargo, o xeito de expresar esa relacion, a notacién, cambiou moito co paso do
tempo: na antiga Grecia preferian facer relacion a conceptos xeométricos (a funcion de
Galileo expresariana dicindo que a lonxitude percorrida polo maébil é cinco veces a area dun
cadrado de lado igual 6 tempo) e s6 coas aportacions de Descartes empezouse a utilizar
férmulas tal como hoxe as entendemos.

A invencion das formulas e do célculo simbdlico foi un longo proceso que fixo posible as
actuais Mateméticas e, 0 mesmo tempo, algo que por ser totalmente cotid non se valora
como merece.

Actividade 8.1: Aplicando a Lei dos Gases Perfectos, atopa a férmula que describe o volume
gue ocupa 1 mol de H, a temperatura normal segundo a presion.

Actividade 8.2: unha cepa bacteriana reprodlcese por biparticion de xeito que, cada dia,

duplicase o nimero de individuos. Atopa a formula da funcion que describe o nimero de individuos
segundo o tempo dun cultivo formado por 150000 bacterias desa cepa.
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Actividade 8.3: As substancias radiactivas desintégranse (transférmanse noutras e en enerxia

0 emitir radiacions) de xeito que, cada certo tempo chamado periodo de semidesintegracion, a
cantidade de substancia redlicese a metade.

Dispofiemos dunha mostra de 4 g dunha substancia con periodo de semidesintegracién de 1 ano,
atopa a férmula da funcién que describe a cantidade desa substancia que hai na mostra segundo o
tempo.

Actividade 8.4: un motor de explosién ten un cigiiefial cun

radio de 10 cm e unha biela de 20 cm de lonxitude. Atopa a formula
da funcion que describe a altura do pistén segundo o radio de xiro do
ciguiefial.
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Funcions elementais

Diremos que unha funcién é elemental cando ven descrita por unha
férmula simple.

As funcidns elementais son continuas e derivables as veces que se
gueira en tédolos puntos do seu dominio. Faremos un estudio das
mais significativas.

Funcions polindmicas

Son funciéns que tefien por formula un polinomio, é dicir, que as
Unicas operacions que lle afectan a variable independente son
productos, potencias de expofiente natural e sumas.

O dominio das funciéns polinémicas é todo R e non tefien asintotas
de ningun tipo.

Desempefian un papel fundamental porque podemos aproximar
calquera funcién, coa exactitude que desexemos, utilizando funcions
polinébmicas.

z

Para representar graficamente as funcions polinébmicas é
fundamental estudiar crecemento, extremos relativos e tamén a
paridade do expofiente do termo de maior grao.

Funcions de grao 0, f(x)=a
O valor da funcién non varia 6 variar X, polo que reciben o nome de

funciéns constantes.

A gréfica € unha recta horizontal que corta 6 eixe Y no punto (0,a).

Funcions de grao 1, f(x)=ax+b
Son as funcions que describen unha maior cantidade de fenébmenos
fisicos.

A sua grafica € unha recta crecente, cando a>0, ou decrecente se
a<o0.

Paridade: O tipo de grafica
depende de si 0 expofiente de
de maior grao € par ou impar:

1. Impar: As puntas da
gréfica tenden a +oo pero
con signos diferentes.

J o\

A\

Coeficiente
de maior grao
positivo

/

Coeficiente
de maior grao
positivo
2. Par: As puntas tendenden
a oo per, neste caso, as
ddas puntas co mesmo
signo.

NS

/ I\

Coeficiente
de maior grao
positivo

Coeficiente
de maior grao
positivo
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O coeficiente a determina a inclinacion da grafica e o b a ordenada

na orixe.
f(x) =2x fo(X)=2x-3 fa(X)=2x+1
f(x) =2x fo(X) =-3x fy(x) = %x

Interpolacion e extrapolacion

101+  y=tan(x)
En ocasions, cando cofiecemos dous valores dunha funcion e
gueremos calcular un terceiro, aproximamos a funcién cunha funcién

de grao 1. Este procedemento cofiécese como interpolacion lineal

descofiecido esta entre o0s cofiecidos) ou

(cando o valor
extrapolacion lineal (se o valor a calcular esta antes ou despois dos

tan(45) |
tan(30) ol
—T1 30 45 cofiecidos).
y Funcions de grao 2, f(x)=ax*+bx+c

E unha funcién par. A sta gréfica é unha parabola e, polo tanto,
simétrica en relacion a un eixe vertical que pase polo vértice. Os
valores da funcién coinciden a &mbolos dous lados do vértice.

=
by @>0)

L

Se a>0 é concava cara arriba e ten un minimo absoluto na abscisa

/ X
correspondente 6 vértice.
Se a<0 é céncava cara abaixo e a funciéon ten un maximo absoluto

na abscisa correspondente 0 vértice.
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f1(x) =X fy(X) = —-2x f3(X) = EXZ

Funcions de grao 3, f(x)=ax’+bx*+cx+d
O grao do polinomio determina a forma xeral da grafica:

e Se € par, sera similar a unha parabola, coas duas puntas
apuntando no mesmo sentido.

e Se é impar, as puntas apuntaran en sentidos contrarios.
As graficas das funcions de grao tres seran deste Ultimo tipo.

Poden ter dous extremos relativos (un maximo e un minimo) ou non
pero sempre tefien un punto de inflexio.

Estas funcions cofiécense tamén como “cubicas”.

1
() =x3  fy(x)=x3 - 4x f3(x)=—§x3 fa(x) = —x3 + X2

Funcions racionais

Son as funciéns que tefien por férmula un cociente de polinomios.

Caracterizanse porque poden existir numeros reais que non
pertenzan o seu dominio (as raices do denominador) e, polo tanto,
poden ter asintotas verticais.



decrece decrece
decrece

-1 1 X

f(x)=2X+2. ngi
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En parte, a sua gréfica ser4 semellante & do polinomio de grao a
diferencia entre o grao do numerador e do denominador agas pola
existencia de asintotas verticais e extremos.

Grao do humerador € menor co do denominador, 6 eixe X é unha

asintota horizontal.

Graos iguais, aproximarase a unha recta horizontal (hai unha

X | -4 0 05 15 3

f(x)|-0’4 2 4 4 1

=
x

asintota horizontal).

Grao _do _numerador_unha unidade maior co_denominador, a
gréfica aproximarase a unha recta con pendente distinta de 0
(asintota oblicua).

Grao do numerador 2 mais co denominador, aproximarase a unha
parabola (non ten asintota oblicua nin horizontal).

2X+ 2
Exemplo: pada a funcién f(x) = ——» estudia cal é o seu dominio,
1

comproba se ten asintotas e debuxa a sua grafica.

Solucién: En principio non poden pertencer 6 dominio da funcion as raices
do denominador, xa que non podemos dividir entre O.

~1=0=x=+1=Dom f=R-{+1}

O dominio son tédolos nimeros reais agas o 1 e o —1.

Para que unha recta x=a sexa unha asintota vertical € necesario que x=a
non pertenza 6 dominio da funcién e que lim f(x) = +o
X—a

2x+2 0 . 2x+2 . 2(x+1) 2
Xx=-=1— lim =——> lim = lim
x>-1x2_1 0 x5-1x2_1 x>- 1(X+1)(X l) x>-1x -1

A recta x=-1 non é unha asintota vertical da funcion.

A recta x=1 é unha asintota vertical.
Sabemos que a recta y=0 (eixe das X) € unha asintota horizontal.

Antes de darlle valores, estudiamos o crecemento e 0s extremos relativos.
Dado que en 1 e en —1 non existe funcién, debemos engadir eses valores
0s posibles extremos para estudiar o crecemento.

2x2 ~1)- (2x + 2). 2x _—2x®-4x-2
b —of b —of

Os posibles extremos son o0s puntos que anulan a derivada:

2
—2x2—4x—2:0:>x:4i\/4 _4'(_2)(‘2)—_1

2-(-2)

f'(x) =
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O Unico posible extremo é x=-1, que non pertence 6 dominio. A funcién non
ten extremos relativos. Estudiamos o crecemento:

e (-o-1): F(-2)=-0"2<0, f(x) decrece.
o (-1,1): (0)=-2<0, decrece.
o (1,+): f'(2)=-2<0, decrece.

Exemplo: pada a funcién: f(x) =

Estudia cal é o seu dominio, comproba se ten asintotas e debuxa a sta
grafica.

Solucion: Non poden pertencer 6 dominio da funcion as raices do
denominador: x—-2=0= x=2=Domf=R-{2|

decrece

decrece

O dominio son tédolos nimeros reais agas o 2. crece
. , . x° 8 0 2 3 X
Estudiamos se ten asintotas:  lim =—=+w decreg
x>2x-2 0
A recta x=2 é unha asintota vertical.
y
Estudiamos o crecemento e os extremos relativos e damos valores:
0 3% (x-2)-x3-1 2x3 -6x?
X) = =
(x-2)* (x-2)*
2 _ -
2x3 ~6x% =0 = 2x2(x~3)= 0 = | X =0 =x=0
Xx-3=0=x=3
Os posibles extremos son x=0 e x=3. Estudiamos o crecemento:
o (-0,0]: f'(-2)<0, f(x) decrece. 1 T 2 3 X
e [0,-2): f(1)<0, decrece.
-10
-2,3: f(2'5)<0, decrece
.« (23 f(25) < 1160
o [3,+o0): f'(4)>0, crece. -4 1107
En x=0 hai un punto de inflexion con tanxente horizontal e en x=3 hai un 0 003
minimo relativo. -
1 1
A hora de facer a grafica ten en conta que a diferencia de graos é 2, polo 2’5312
que a grafica semellara unha parabola. i g;

1 1 X
fi(x) == fo(x) = fa(x) =
1) X 2 x2 +1 ® x2 +1
2 2 2
X —X X
f4(x) = fe(X) = fr(X) = —
A= s(0=—5 6()=——
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x-1 2
A 1= b) g(x)=
x+1 X+2

Funcidons periodicas

Na natureza é frecuente que un fendmeno se repita ciclicamente: As
subidas e baixadas do nivel do mar, a duracion do dia 6 longo dun
ano, o movemento das estrelas no ceo, a posiciéon dunha particula
que vibra.

Para a descricién dalguns destes fendbmenos utilizanse as funcions
periddicas que, do mesmo xeito que os ciclos da natureza, repiten os
seus valores de xeito periodico.

Funciéns periddicas son, por exemplo, o seno , coseno e tanxente
utilizando o angulo como variable independente.

Esas funciéns reciben o nome de funciéns trigonométricas.

Se ben podemos seguir utilizando os graos como unidade de medida
para a variable independente (o angulo) resulta moito mais operativo
medir os angulos nunha nova unidade que chamaremos radién.

Radians

Para medir angulos trazamos unha circunferencia de centro no
vértice do angulo.

Esa circunferencia dividese en 360 partes, cada unha € 1 grao, que a
sUa vez se divide en 60 partes, minutos, que a sta vez se divide en
outras 60 partes, segundos.

E un sistema que se basa no sistema de numeracion sesaxesimal da
babilonia de fai 3000 anos.
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Outro xeito de medir angulos €, en lugar de dividir a circunferencia en
partes, medir 0 arco que abarca ese angulo.

Un angulo de 1 radidn é o que abarca un arco de igual lonxitude co
radio.

A medida dun &ngulo, en radians, sera a lonxitude do arco que
abarca dividido polo radio. E mais doado se a circunferencia é de
radio 1 (trigonométrica) pois, nese caso, non é necesario dividir.

Deste xeito, medir angulos equivale a medir lonxitudes.

Podemos transformar facilmente graos en radians e viceversa con sé
ter en conta que o arco que abarca un angulo de 360° € unha
circunferencia e a sta lonxitude é 2n. Polo tanto 180° equivalen a n
radians, a proporcion debera ser a mesma en calquera angulo:

radians «
graos 180

Exemplo: calculemos a derivada da funcién seno en x=0 (0 é o Gnico
angulo co mesmo valor en graos e en radians) utilizando as duas unidades
de medida, graos e radians.

Solucién: Obtemos un limite que no presente curso non podemos calcular
alxebricamente, pero si podemos intentar obter o seu valor mediante
aproximaciéns (asegurate de por a calculadora no modo correspondente a
cada unha das unidades: DEG para graos e RAD para radians):

sen'(0) = lim SN =sen(®) _ ., senx)
x—0 x-0 x>0 X
50 0'0174311 0'04 0'999733
1° 0'0174524 0’009 0'999986
001 0'0174532 0’00009 0'999999
sen’(0) = %;‘0) sen’(0) = cos(0) = 1

Funcions seno e coseno

O seno e o coseno son as funcions periédicas mais simples.
Utilizanse para a descricion de todo tipo de fenédmenos periédicos, en
especial os que en Fisica reciben o nome de movementos
harménicos.

Graos Radians

0 0
T
30 — =062
6
45 | Z-078
4
T
90 — =157
2
180 n =314
3n
270 — =471
2
T
decrece 2 crece
sen(x)
T X 0
2n
decrece 3 crece

2
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Podemos estudiar o crecemento e os extremos da funcién seno (e da
coseno) utilizando a circunferencia trigonométrica:

e [0,n/2]: A funcion seno crece.

o [n/2,n]: Decrece.

e [n,3n/2]: Decrecendo (valores cada vez mais negativos).
e [3n/2, 2x]: Crece.

e En n/2 hai un méximo e en 3x/2 un minimo.

As gréficas do seno e do coseno son semellantes (tefien a mesma
forma), en efecto:

e Sabemos que o seno dun angulo é igual 6 coseno do seu

0
. . T
complementario e viceversa: sen(x)= COS(E - x)

s

e Ademais, o coseno dun &ngulo é igual o coseno do seu
oposto: cos(x)=cos(-x).

T T
Obtemos que sen(x) = COS(E - xj = cos(x - Ej
e Esa relacién traducese en que as graficas da funcidén seno e

da funcidon coseno tefien a mesma forma pero unha esta

., L, . T .
desfasada en relacion & outra: Cambiar x por x — 5 equivale a

trasladar a orixe 6 punto (g ,Oj.

Funcion tanxente

A diferencia do seno e do coseno, o dominio da funcién tanxente non
é todo R.

Non hai tanxente cando o coseno é 0:

3 oL

T
2 2 2 2 2 2

10
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Neses puntos a funcion tanxente ten unha asintota vertical, por
sen(x) 1

exemplo en n/2: I|m (tan(x))_ I|m — L == =+w

ws n cos(X) 0
2 2

Funcidons exponenciais

En moitos fenédmenos reais atopamonos con funciéns que aumentan
ou diminten proporcionalmente 6s seus valores. Por exemplo a
poboacion, a desintegracion radiactiva, 0 interese composto, a
inflacion, etcétera.

Exemplo: Chamase periodo de semidesintegracion dunha substancia

.. . . . Tempo en
radiactiva 6 tempo que tarda en reducirse a metade unha certa cantidade Cu
desa substancia. O periodo de semidesintegracion é unha caracteristica de periodos
cada substancia radiactiva asi, por exemplo, o periodo de
semidesintegracion do C.4 € de 5570 anos. 0 3
Medindo o contido de C;4 que conserve un fésil podemos saber a sta 1
antigliidade, pois mentres o organismo estaba vivo, recuperaba o Cy4 que 1 33:1'5
se perdia por desintegracién pero 6 morrer o Cy4, Xa non se renova e vai X
vecen . 1 1
devecendo pouco a pouco 5 15 1. 3'(5}

Un f6sil contifia, cando se formou, 3 g de Cyy
a) Atopa a funcién que describe o contido de Cy4 do fésil.
b) Se na actualidade contén 0'04 g de Cy4 ¢,Cal é a sUa idade?

Solucidn: a) Sabemos que cada 5570 anos a cantidade de Cy, rediicese a
metade. Podemos construir unha tdboa con algins valores desa funcion.

Consideramos cada unidade de tempo como un periodo de Tempo Cut
semidesintegracion. en anos
Ese tipo de funciéns coa variable independente no expofiente reciben 0 3
o nome de funcidns exponenciais.
5570 3 1 =15
b) A idade serd o tempo que tarda a funcion que describe a cantidade de 2
C,4 en acadar o valor 0'04:
1 1)?
)" 1" 11140 | 15.==3.|=
S(Ej =004 = [Ej =00133 2 2

Como non cofiecemos a operacion inversa a “elevar a x”, non podemos
despexar a x nesa ecuacion. Si podemos buscar unha solucién aproximada
coa axuda dunha calculadora:

4 8 6 7
1 =0'063 1 =0'0039 1 =0015 1 =0'007 > x~ 6
2 2 2 2

O fésil ten unha antigtiidade aproximada de 6-5570=33420 anos.

Se consideras anos como unidade de tempo, a funcién ser4 soamente un
pouco mais complicada.

11
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bx

aP>1

y=k-a
aP<1

bx
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Sempre que a variacion da funcién sexa proporcional o seu valor,
como sucede no exemplo anterior, tratarase dunha funcién
exponencial: f(x)=k-a™. (a>0)

Caracteristicas:

12

O dominio dunha funcién exponencial é todo R.
Son crecentes (se a”>1) ou decrecentes (se a’<1).
Non tefien extremos.

O eixes X é unha asintota horizontal.

Se dividimos valores dunha funcién exponencial correspondentes
a valores de x cunha separacion constante s, o resultado tamén é
constante:

f(x+5s)

f(x) exponencial = T = cte, calquera que sexa x
X

Demostracion:

focrs) kea®s) a o b
flx)  k-a™ & o

Esta propiedade permite determinar se unha serie de valores
dunha funcién corresponden a unha funcién exponencial.

Podemos escribir a formula dunha funcion exponencial con
calquera base maior de O pero a base mais natural € un nimero
irracional e=2'71828182845... (cando o expofiente é complicado,
as potencias dese numero poden calcularse aproximando os
seus valores mediante sucesions sinxelas). Ademais, a funcién
exponencial de base o numero e ten a derivada mais sinxela das
funcions exponenciais, a propia funcion (e*)’=e* (é a Unica funcién
gue coincide coa sua funcion derivada).

Chamamos exponenciais estandar as que tefien base o nimero
e: f(x)=k-e™.
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Funcions logaritmicas

Son as funciéns inversas das exponenciais e definense a partir
delas: log,(M)=m<a™ =M (a>0) <« o logaritmo € o expofiente

Historicamente foron utilizadas para realizar facilmente operacions
complicadas (potencias, raices, productos e cocientes) pero, despois
da xeneralizaciébn do uso da calculadora, solo se utilizan para a

resolucion de ecuacidons exponenciais e para describir alguns
fendmenos fisicos (crecemento dos seres vivos por exemplo).

Utilizanse logaritmos en base o numero e (logaritmos neperianos ou
naturais), Ln, e logaritmos en base 10, log.

Caracteristicas:

e O dominio das funcions logaritmicas son 0s nameros
estrictamente positivos (maiores ca 0).

e Tefen unha asintota vertical en x=0.

e Son estrictamente crecentes se a base € maior que 1, ou
decrecentes se é menor.

e A sua grafica é simétrica en relacibn a recta y=x da
correspondente & exponencial da mesma base.

Propiedades: O ser a funcion inversa da exponencial, o logaritmo
herda moitas das propiedades das potencias:

e Logaritmo de 1, en calquera base, 0: log,() =0 < a’=1

e Logaritmo dun producto, € a suma dos logaritmos dos factores:
loga (M- N) =log, (M) +log, (N)

=log,(M) = a™ =M

Demostracion: M-N=a™.a"=a™™"

n=log,(N) <a" =N
Dado que o logaritmo en base a dun niumero é o expofiente 6 que
debemos elevar a para obter ese nimero, resulta:
logs(M-N)=m+n

e Logaritmo dun cociente, é o logaritmo do numerador menos o
logaritmo do denominador.

M
IOga(Nj =log, (M) —log, (N)

13

O logaritmo en base
a dun nimero M é outro
nimero m tal que a™ é

igual);a

M

y=log, (¥
a>1

P

1

X
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. m=log(M) <a™=M| M a
Demostracion: —=——=a
n=log,(N) < a" =N N a

M
Polo tanto: Ioga(ﬁJ =m-n=log,(M) —log, (N)

7

e Logaritmo dunha potencia, é o expofiente polo logaritmo da
base.

Ioga(Mr)z r-log, (M)
Demostracion:

m=log,(M) a™ =M > M' =(amy =a™m <a™ =M

Polo tanto: Ioga(Mr)z r-m=r-log,(M)

Exercicio 8.13: 0Os logaritmos permiten, entre outras cousas,

resolver ecuaciéns exponenciais.
Lembra o exemplo no que debiamos atopar a idade dun fosil medindo a
cantidade de Cy, que contifia.
e O f6sil contifia, cando se formou, 3 g de Cy4
¢ Na actualidade contén 0’04 g de Cy4 ¢ Cal é a sta idade?
e A funcién que describe o contido de Cy, do fésil é:
X

1)5570

Calcula o o valor exacto da antigtiidade do fésil

Derivadas das funcidns elementais

DERIVADAS ELEMENTAIS

funcion derivada regra
sen(x) cos(X) A derivada do seno de x é o
coseno de x
cos(x) —sen(x) A derivada do coseno de x é
menos seno de x
tan(x) Derivada da tanxente é o
=1+ tan2 (x) inverso do coseno 6 cadrado
cos2 (%) ou tamén 1 mais a tanxente 6
cadrado
e* eX A derivada da exponencial en

base é é ela mesma

a~ Ln(a) a% Derivada dq exponencial en
base a é ela mesma
multiplicada polo logaritmo
neperiano da base

Ln(x) A de_rivada do [ogaritm_o
neperiano de x é 1 partido
por x

14
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En moitas ocasions, en lugar de x aparece unha funcién u, neses

casos as derivadas son:

DERIVADAS ELEMENTAIS ‘

funcion derivada
sen(u) cos(u)-u’
cos(u) —sen(u)-u’
u’ ,
tan(u) 0?0 = [1+ tanz(u)]- u
e" e'-u’
Ln(u) L

15
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Ampliacion

Fendmenos periddicos
Chamanse periédicos 6s fenbmenos que repiten os seus valores cada certo tempo.
Ciclos bioléxicos, sons, temperaturas medias, mareas, horas de luz diarias durante un
ano, movementos dos astros, glaciacions, etc. son fendbmenos periodicos. Os tempo
gue tardan os seus valores en repetirse (periodo) poden ir desde as fraccions de
segundo ata os milléns de anos

Os fendmenos periddicos sinxelos describense utilizando funcibns do tipo
f(t)=A-sen(w-t+fy) chamadas funciéns de onda.

Actividade: coa axuda da calculadora gréfica investiga de que xeito inflien os valores de

a, b e ¢ nas gréficas das funciéns do tipo: f(t)=A-sen(w-t+fy) (Podes empezar pola mais sinxelas:
A=1, v=1 e fy=0. Logo cambias A, logo w, logo f, e finalmente combinalos).

O son

Os sons son fendmenos periddicos producidos pola vibracion dun obxecto (unha
lamina metalica, o ar 6 sair por un orificio, as cordas vocais, etc). Esa vibracion
transmitese &s moléculas do ar que experimentan un movemento horizontal adiante e
atras producindo compresions e depresions, algo semellante as ondas producidas nun
estanque 6 lanzar unha pedra, coa salvedade de que nestas ultimas o movemento das
moléculas de auga é en vertical.

Podemos visualizar ese movemento das moléculas que producen os sons coa axuda
dun microfono e un osciloscopio: O micréfono transforma o son producido pola voz en
corrente eléctrica e o osciloscopio permitenos visualizar as variacions desa corrente.

Observamos que a amplitude correspondese coa intensidade e a frecuencia co ton
utilizado.

Os sons que corresponden a una onda mas simple son os das vocais, en especial as
pechadas: un "iiii..." cerrado vémolo no osciloscopio como una onda sinusoidal simple
mentres que a forma dun "aaaa..." corresponde a unha suma de duas funciéns onda.

Tamén se poden obter sons puros soplando nunha botella con auga, variando a altura
da auga conseguimos variar a frecuancia do son.

16
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Una onda curiosa obtense 0 asubiar diante do micréfono, pois a sua frecuencia é
moito mas alta ca da voz e ademais pode apreciarse claramente a existencia dunha
onda portadora similar & da emisién de ondas de radio de Modulacién de Amplitude
(AM).

AR AR A A AL ALAA A AL
- TV Tvevey T

Funciéns paramétricas

O representar graficamente unha funcion obtemos unha curva do tipo y=f(x) (a
segunda coordenada dos puntos da curva obtense substituindo a primeira na formula
da funcién).

Exemplo: Lanzamos un obxecto cun angulo de 60° en relacién & horizontal e cunha

velocidade inicial de 20 m/s. Supofiendo que o obxecto s6 se ve afectado pola gravidade, atopa
a funcién que describe altura segundo o tempo e debuxar a grafica desa funcién. ¢, Cal é a sta
traxectoria?

Solucién: No relativo a altura, tratase dun movemento uniformemente decelerado pero

debemos calcular a compofiente vertical da velocidade inicial:
Grafica altura/tempo
= . f— ! m
vy =20-sen(60) =173 "/ 20 T altura

A altura segundo o tempo vird dada pola funcién: h(t)=17'3t — 4'9t>
h(t) =17'3t —%9‘8 12 =173t - 4'9t2 10
A grafica desa funcién € unha parabola concava hacia abaixo cun maximo en
4

t= —17 3 =177s 1
9'8 2 )
Fixate que no eixe X

A pesar do que poda parecer, esa grafica non describe a traxectoria seguida €starepresentado o
tempo e non a posicion.

tempo

polo obxecto senén sé como variou a altura segundo o tempo. Para

obter a traxectoria necesitamos outra funcidbn que describa a 1% , |

coordenada do obxecto segundo o tempo. Dado que a gravidade non rv)= (10t,17'3t- 4°9t%)

ten componfente horizontal, a compofiente horizontal do movemento é

uniforme con velocidade: v, =20-c0s(60) =10 "/ 10

A posicion segundo o tempo (traxectoria) ven dada polas funcions:
X(t) =10t ‘20 Y40

Posicidon segundo o tempo. O substituir t por un valor concreto en r(t)
y(t) =17'3t-4'9 t2 obtemos as coordenadas dun punto da
curva gque corresponde & posicién do

obxecto nese intre.
En moitas ocasiéns, como na traxectoria do obxecto anterior, resultan necesario describir as
coordenadas dos puntos dunha curva mediante dudas funcions dunha mesma variable (as
ecuacions paramétricas dunha recta son un caso particular).

17
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Podemos considerar un novo tipo de funcién que, a cada valor da variable, faille
corresponder as coordenadas dun punto do plano: r(t) = (x(t),y(t))

Ese tipo de funcions reciben o nome de paramétricas.

Podemos definir a derivada dunha funcién paramétrica de xeito semellante & dunha

rt+h)—r(t) o (x(t + hy,y(t +h)) = (x(t),y(1))
h h—0 h

lim
h—0

funciénreal:  r'(t) =

Lembra que podemos interpretar as coordenadas dun punto como as compoifientes do
vector que vai da orixe a ese punto, polo que obtemos:

. (x(@t+h)=x(),y(t +h)—y(t . x(t+h)—x(t t+h)—y(t , ,
h"L“o( (t+h) ()hy( )~ ¥( ))Zh'ino( ( g () ¥( g y()jz(x(t),y(t))
A derivada dunha funcién paramétrica é un vector: y

Direccion: tanxente & gréafica da funciéon no punto.

Médulo: medida da variaciéon do punto 6 largo da  _ |
curva en relacion & variacion de t nese punto.

Se a funcién paramétrica describe a posicion dun
mobil segundo o tempo, a sta derivada nun punto é
0 vector velocidade nese punto.

()= (x(t),y(1)

X

Cando h tende a 0, a direccién
do vector r(t+h)-r(t) tende a
direccién da tanxente.

18
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Operacions

En ocasions compre descompofier unha funcion complexa en partes
mais manexables, para facilitar o seu estudo.

2

- X
Exemplo: A funcién f(x)= semella bastante complexa

pero, se facemos a division, podemos pofiela como suma de funcions
cofiecidas, o que pode facer mais doado o estudio:

2

2
Xt =X L =xat
X X X

X

f(x) =

Noutros casos, a situacion € inversa: necesitamos combinar varias
funciéns nunha nova.

Exercicio 8.15: na esquina dunha ria hai unha farola de 300 cd
a 4 m. de altura. Como a intensidade luminica é inversamente
proporcional ao cadrado da distancia, a funcion que describe a
intensidade luminica no solo é:

0=t —

5 sendo I(x) a inensidade e x a distancia & esquina.
X +16

Se o concello coloca outra farola tamén a 4 m de altura e a 10 m, da
esquina, ¢cal sera a funcion que describa agora a intensidade de luz
no solo?

Suma de funcions

Dadas duas funcions f(x) e g(x), a suma € unha nova funcién que ten
por formula f(x)+g(x).

Esa nova funcion estara definida en todos os valores de x nos que
estén definidas as duas funciéns orixinais ou, o que é o mesmo, o
seu dominio sera a interseccion dos dominios das funciéns f(x) e
9(x).

Exemplo: sexan as funciéns f(x) =% e gix)= i—-'_i

19
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A slla suma sera:

; _1 X+1 Xx-1 x%°4+x x%+2x-1
) +ab) =1 x-1 x2—x+x2—x x2 = x

Como f(x) esta definida en todo R agas no 0, e g(x) esta definida en
todo R agas no 1, a suma estara definida en todo R agas 0 e 1, pois
nin no 0 nin no 1 sera posible facer a suma das duas.

Producto de funcions

Dadas duas funciéns f(x) e g(x), o seu producto € unha nova funcion
gue ten por formula f(x)-g(x).

Esa nova funcion estara definida en todos os valores de x nos que
estén definidas simultaneamente as funcions orixinais.

Exemplo: sexan as funciéns f(x):1 e g(X):X—+i. O seu
X X —

producto sera:

1 x+1 x+1
f(x)- g(x)_;x—l_x x

Como f(x) esta definida en todo R agas no 0 e g(x) esta definida en
todo R agas no 1, a suma estara definida en todo R agas no 0 e no 1.

20
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Cociente de funcioéns

Dadas duas funcioéns f(x) e g(x), o seu cociente é unha nova funcion
gue ten por formula f(x) 90x)°
O cociente non estaré definido nos valores nos que g(x) sexa 0 (non

se pode dividir entre 0) nin, posiblemente, naqueles valores nos que
non estaban definidas f(x) e g(x).

Exemplo: sexan as f(x) = 1 e g(x)= X—f O cociente sera:
X X —
f(x) _x-1

1

X p—
gx) X+1 x2,x
x-1

Dominio de f(x): R agas 0
Dominio de g(x): R agas 1
Dominio de f(x)/g(x): R agas 0 e -1 (neste ultimo g(x)=0)

Pero f(x)/g(x) si esta definida en x=1 a pesar de que g(x) non estaba.

Composicion de funcions

E unha operacién que consiste en aplicar unha funcién ao resultado
de aplicar outra:

fog(x)= f[g(x)] (leese de dereita a esquerda: g composto con f)

Obviamente, a operacién composicién non é conmutativa.
. : - 2 1
Exemplo: considera as funcions: f(x) =2x~ e g(x) = ——
X

11
f)+1 2x2+1

e fcomposto con g sera: gof(Xx)= g[f(x)] =

21
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e g composto con f seré:

2
fog(x)=f[g<x)]=2[g(x)]2=2( 11j -

X + (x +1)?
Exemplo: considera as funciéns: f (x) = sin(x) e g(x) = x* +x

e fcomposto con g sera:

go f(x)=g[f(x)]=(sin(x)) +sin(x) = sin*(x) +sin(x)

e g composto con f seré:

fog(x) = flg(x)]=sin(g(x))=sin(x" +x)

Exercicio 8.20:

a) Coa axuda da calculadora grafica ou dun programa de
representacion de funcidéns, investiga que sucede ao
compofier a funcion sin coa funcion f(x)=1/x.

b) Investiga que sucede nos dous casos cando x tende a 0.

Exercicio 8.21: Estudiamos que as funciéns elementais
caracterizanse pola sUa regularidade. As suas graficas non tefien
cambios bruscos ou, polo menos eso di a teoria.

Observa que sucede coa gréafica de, por exemplo, f(x)=4sin(x%).
Ocorreseche algunha explicacion ou é que a teoria esta errada?
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Funcions definidas a trozos

Funciéns non elementais son as que non estan definidas por unha
férmula. Non podemos escribilas como unha combinacion das
férmulas cofiecidas: polinomiais, trigonométricas, exponenciais,
radicais.

Un exemplo caracteristico son as definidas por varias formulas, cada
unha aplicable nun certo conxunto de valores de x.

Exercicio 8.22: Nun concello decidiron potenciar o aforro de
auga con prezos en funcion do consumo:

e Ata 10 m® mensuais, pagase s6 10 €.

e O que exceda de 10 m®, ata 15 m°®, pagarase a 1'5 € o m°.

e O que exceda de 15 m®, pagarase a 3 € o m°.
a) Completa a seguinte taboa
Consumom® | 0 5 10 11 12 15 16 20
Importe € | 10 11'5 20’5

b) ¢, Cal serd a expresidn que relacione 0 consumo co importe?

Exercicio 8.23: Quentamos un trozo de xeo de auga de 20 gr
desde —10° C ata que se funde e acada os 4°C. A tdboa co volume a
diferentes temperaturas foi:

sélido liguido
Temperaturaen °C | -10 -5 lim  lim 1 2
x—0 x—0
Volume en cm® | 20 199 196 17'8 179 18

a) ¢Que sucede en 0?
b) Fai unha gréafica con eses valores.
c) Atopa a expresion desa funcion.

Funcion valor absoluto

O valor absoluto é unha operaciéon que designamos con barras
verticais: | namero | , € consiste en transformar o nimero en positivo.

Por exemplo, | 4 | =4 (o valor absoluto de 4 é 4) e | -4 | =4 (o valor
absoluto de —4 ¢ 4).

Empregamos o valor absoluto para asegurarnos de que unha certa
cantidade é positiva.
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Por exemplo, a distancia na recta entre os puntos 2 e 5 calculase coa
sua diferencia:

) Distancia=5 -2 = 3“

-1 0 1 2 3 4 5

As distancias son sempre valores positivos. Para referirnos &
distancia entre dous valores calesquera a e b debemos empregar
algunha operacion que nos asegure que obtemos un valor positivo, e

esa operacion é o valor absoluto: d(a,b) =| b-a | .

Podemos definir a funcién valor absoluto do seguinte xeito:

|x|— X sex=>0
“l-x sex<0

E unha funcion definida a trozos, a sta gréafica esta formada por dous
trozos de recta que se unen na orixe de coordenadas.

Nese punto a grafica forma un angulo, non ten derivada en x=0.

Ten un minimo en x=0.

Exemplo: resolve a ecuacion [3x-2|=1.

Soluciéon: debemos ter en conta que, o valor absoluto dunha
cantidade, deixa a mesma cantidade (se € positiva) ou cambialle o
signo (se € negativa)

3x-2=1 3x=3 x=1
‘3X—2‘=1:> ou = 50U — ou
Xx-2=-1 x=1 x=1/3

Para que o valor absoluto de 3x-2 sea 1, x debe valer 1 ou 1/3.

p1-2=fj -1

1

En efecto 35_ 2‘ =f-2/=]-1=1

2x =1
+2

X—=2:(x—2)|=3 b)

‘:o ©) [x?-6x+8=

24
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Funcion parte enteira T
y=ent(x)
Chamase asi a funcion que, a cada numero, faille corresponder o
namero enteiro inferior mais cercano a ese numero.
Se o0 numero de partida é positivo, a funcién parte enteira -
simplemente borra os seus decimais: ent(2'27) =2 —
En cambio, se o nidmero é negativo, o enteiro inferior resulta de

restarlle 1 ao nimero sen decimais: ent(-2'27) = -3
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Ecuacions

Unha ecuacion é unha igualdade entre expresibns matematicas nas
que algunhas cantidades descofiecidas son substituidas por letras. O
0 noso obxectivo é calcular os valores desas cantidades.

Exercicio 8.26: resolve a ecuacion X2 —5x+6=0

Exercicio 8.27: resolve a ecuacién X2 —4=2x-1

Funcidns e ecuacions

Traducir as ecuacions ao linguaxe de funcions permitenos estudiar a
existencia de soluciéns, e pode proporcionarnos métodos alternativos
para a sua resolucion.

Ecuacions cun membro O
Se a ecuacion ten 0 nun dos seus membros, podemos traducila por
buscar os valores de x para os cuais a funcion que ten de férmula o
outro membro da ecuacion sexa 0.

Exemplo: resolver a ecuacion x2-5x+6=0 é 0 mesmo que
atopar os valores de x que, ao substituilos na funcién

f(x)=x2—5x+6 da O (eses valores chamanse “raices” da

ecuacion ou “ceros” da funcion).
Podemos atopar eses valores, de xeito aproximado. Na gréfica da
funcién: son x=2 e x=3.

Neste caso dispofiemos dun procedemento alxébrico (exacto) para

51+425-24 5z%1
2 2

resolvela:

X*—=5X+6=0—>x= =30u?2

O método grafico era mais impreciso, pero non sempre € asi.
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Exemplo: a ecuacion x> —x+3=0 non podemos resolvela

alxebricamente, pero si podemos facelo graficamente.
Observamos que ten unha Unica soluciéon aproximadamente em

X =-1'34.
Este método non permite, na maioria das ocasions un calculo exacto
da solucién, pero podemos calculala con toda a exactitude que
necesitemos.

x2 —cos(x) =0

Ecuacions cos dous membros distintos de O
Podemos traducir ese tipo de ecuaciéns por buscar os valores de x
dos puntos de corte das graficas das funcions correspondentes a
cada membro da ecuacion.

Exemplo: resolver a ecuacion x> —4=2x-1 é o mesmo que
atopar os valores de x correspondentes aos puntos de corte das
gréficas de f(x) = x2-4e g(x)=2x-1.

Observando as graficas, vemos que as solucions son x=-1 e x=3.

Igual que no caso anterior, este procedemento permite a resolucion
de ecuaciéns imposibles de abordar alxebricamente.

x? +1=2%

Funcidns e sistemas

Unha ecuacién con duas incégnitas podemos interpretala como unha
funcion non definidas explicitamente (coa y sen despexar); e,
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resolver un sistema de ecuacibns con duas incégnitas,
interpretaridmolo como atopar as coordenadas dos puntos de corte
das gréficas das funciéns que corresponderian a cada ecuacion.

x2+y:4x
2X+y=5
y = ?
y=x+1

Inecuacions

Unha inecuacion € unha desigualdade entre expresiéns matematicas
nas que algunhas cantidades descofiecidas son substituidas por
letras. O noso obxectivo é calcular os valores desas cantidades.

Exemplo: Resolver a inecuacion 3x -2 < 4.

Podemos realizar o mesmo tipo de transformaciéns que nunha
ecuacion: 3x—-2<4 < 3Xx<b6=>x<2

V2 \2
A 7=

Podemos expresar a solucion de varias formas:

e Intervalo: (—,2)

e Conxunto: {x € SR|X < 2}

Exemplo: Resolver a inecuacion 3x? +24 <18x.

1) Deixamos 0 nun dos membros: 3x% -18x+24<0

2) Descompoiiemos o polinomio en factores de gao 1

a) Resolvemos a ecuacion 3x2-18x+24=0

18+\/182—4 3.24 {4

2-3 2

3x% -18x+24=0— X

b) A descomposicion sera: 3x? —18x + 24 = 3(x—4)x-2)

27



N XUNTA DE GALICIA = Plafaforma.educatiy
:*: COMSELLERIA DE EDUCACION IIMACIon 3 | I|_-.tm ia

E ORDEMNACION UNIVERSITARLA FONDO SOCIAL WA i 2 emente ne
E Loy ey www.iessanclemente net

3) Analizamos as posibilidades de que o producto deses factores
sexa <0 (negativo): un factor debera ser + e o outro -:

Xx-4<0 X<4

a) = =>2<x<4
x-2>0 X>2
X—-4>0 X>4 )

b) Imposible.
x-2<0 X<2

A solucion serd pois o intervalo (2,4).

Inecuacions e funcions

De xeito similar, podemos traducir as inecuacions ao linguaxe de
funciéns:

Exemplo: Resolver a inecuacion 3x? + 24 < 18x.

1) Deixamos 0 nun dos membros: 3x2-18x+24<0

2) Resolver a inecuacion € o mesmo que atopar os valores de x nos

que a funcién f(x) = 3x2 —18x + 24 toma valores negativos (a
gréfica esta por abaixo do eixe X).

3) Representamos graficamente esa funcion.

4) Os valores de x dos puntos nos que a y € negativa son os do
intervalo (2,4).

5) Para calcular con exactitude os limites do intervalo é necesario
atopar as raices da funcién ou, o que € 0 mesmo, resolver a

ecuacion 3x% —18x+24=0

S _4x>0

Inecuacions con duas incognitas

Este tipo de inecuaciéns resélvense graficamente. As suas solucions
seran rexions do plano.

Exemplo: atopa a solucién da inecuacion 3—2(X+1) < 3y.

Considero
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o 3—2(x+1
a) Se facemos unhas pequenas transformacions: # <y

3

- 2 X+ 1 <y, recofiecemos facilmente a recta y = _g X + 1
3 3 3 3

Resolver a inecuacion equivale a preguntarse: ¢ que puntos do plano
estan por riba da recta? (xa que a ordenada, y, é “maior”)

Represento a recta e sinalo a rexion dos puntos do plano que
constitden a solucion.

X 1y
0 |1/3
1 |-1/3

Unha forma de comprobacion seria coller um punto calquera, por
exemplo o (0, 0) e ver se verifica a desigualdade, e ver se cae na
zona que lle corresponde:

_2,04_1 :1 >0 Non cumpre a desigualdade, debe estar fora da

3 3
rexion sinalada e, efectivamente, estéa fora.

x-1<3

2x-3/<1

<4

‘2—3x
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