n | - .
S XUNTA DE GALICIA S Plataforma educativa
.*i COANSELLERIA DE EDUCACION daformacion a distancia
L * L )
E ORDENACIIN UNIVERSITARIA FOMDO SOCIAL i
== AR A ey www.igssanclemente net

Unidade 4:
Xeometria vectorial afin

1. Coordenadas cartesianas e polares.
2. Os vectores libres do plano
2.1. Concepto de vector.
2.2. Caracteristicas: Mddulo, direccién e sentido.
3. Operacions con vectores.
3.1. Suma de vectores e produto por escalares.
3.2. Bases dos vectores do plano. Compofientes dun vector.
4. A recta no plano.
4.1. Ecuacion vectorial da recta.
4.2. Outras ecuaciéns da recta.

A Xeometria

Dise que foi no antigo exipcio onde naceu a Xeometria (xeo=terra, metria=medida): as
enchentes do Nilo arrastraban consigo tédalas marcaxes das terras e 0s exipcios
vianse obrigados situalas de novo. Necesitaban de planos, medir distancias e
angulos,... Pero, seguramente, podemos remontarnos mais atras: as figuras abstractas
gue aparecen nos petroglifos tamén son unha forma de Xeometria.

Foron, sen embargo, os sabios da Grecia Clasica, en especial Euclides, os que

elevaron 4 Xeometria a categoria de ciencia dandolle un conxunto de axiomas' nos

que apoiarse.

Euclides estableceu os seus cinco famosos axiomas nos que

debian basearse tddalas construcions e teoremas xeométricos:

I. Por dous puntos pode trazarse unha Unica recta.

II. Un segmento pode prolongarse de maneira continua ata
unha lifia recta infinita.

ll. Pode construirse unha circunferencia de centro un punto A+B<180
dado e cun radio dado.

IV.Tédolos angulos rectos son iguais.

V. Se unha recta corta a outras dldas non paralelas, entén as daas rectas cértanse do
lado no que os angulos interiores son menores que dous rectos. Este é o famoso V
postulado?, tamén cofiecido como das paralelas, pois equivale a que “por un punto
exterior a unha recta pode trazarse unha e s6 unha paralela a esa recta”.

A - punto
_ = =de
corte

! De axio, xusto. Os axiomas son propostas que se consideran validas por si mesmas. A partir deles, mediante
razoamentos loxicos, obtéfiense as demais propiedades.

2 Aplicase o termo postulado (de postular, propofier) cando os axiomas son menos evidentes, pero seguen
considerandose validos.
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Consecuencia destes postulados é que, para facer unha demostracién, sé pode
utilizarse a regra e o compas.

A Xeometria analitica P(x.)

O matematico e pensador francés René Descartes (1596-1650)
descubriu o xeito de transformar os problemas xeométricos en
problemas numéricos e alxébricos mediante a introducién de
coordenadas (a circunferencia de radio 2 e centro na orixe
equivale & ecuacion x*+y’=4 porque as coordenadas dos puntos
da circunferencia cumpren esa ecuacion e, ademais, son 0s Unicos que a cumpren).

<
N

Sistemas de coordenadas no plano P PP

» Coordenadas cartesianas: Eliximos unha orixe de coordenadas
e duas rectas pasando pola orixe. Sobre cada unha desas
rectas e partindo da orixe eliximos duas medidas (que poden 1 o}
ser iguais ou non). A posicion de cada punto do plano queda determinada pola
sua distancia 6s eixes de coordenadas (medida en relacion as unidades que temos
elixido).

» Coordenadas polares: Elixese a orixe, unha semirecta (eixe), PA.A)
e unha unidade de medida para as distancias. As 3
coordenadas dun punto son a distancia dese punto a orixe e o /
angulo que forma co eixe a “visual” desde a orixe 6 punto.

o
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Xeometria Afin

A Xeometria Afin (afin=semellante) € a que s trata de
problemas de interseccion e paralelismo e non utiliza as
medidas de distancias nin de angulos.

Para facilitar o seu estudio imos apoiarnos nos vectores do
plano, o que nos permitira resolver moitos problemas dun xeito
mais rapido e elegante.

Vector

Chamase vector libre do plano a un segmento orientado que
poderemos situar libremente en calquera posicion do plano.
Para determinar un vector necesitaremos cofiecer:

e Modulo, é dicir a lonxitude do segmento.

» Direccion , entendendo por tal o feixe de rectas paralelas Para describir exactamente
gue o contén (dous vectores tefilen a mesma direccion moitas das magnitudes que
cando as rectas que os contefien son paralelas). cofieces cumpre un numero, para

« Sentido. Para cada direccion existen dous sentidos a sta magnitude, pero tamén
opostos segundo cara a onde apunte o vector (s6 podemos unha direccion e un sentido:
comparar os sentidos de vectores coa mesma direccién). Forzas, velocidades, aceleracions,

intensidade eléctrica, posicion dun
punto, etc., describense utilizando
vectores.

Outro xeito de determinar un vector e cofiecendo o punto do
gue parte (orixe) e o punto onde remata (extremo).
Os vectores nomearémolos con letra mindscula cunha frecha

enriba, V, ou indicando a orixe e o extremo, AB.

Suma de vectores

Para sumar dous vectores pofiemos un a continuacién do outro
facendo coincidir a orixe do segundo co extremo do primeiro. A



/
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Regra do paralelogramo

Son as mesmas
propiedades que verifica a
suma de nameros polo
gue poderemos operar cos
vectores do mesmo xeito.

/
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suma sera o vector que vai da orixe do primeiro 6 extremo do
segundo.

Tameén podemos utilizar a regra do paralelogramo , neste caso
sitanse cas orixes en comun e complétase o paralelogramo.
A suma sera o vector que forma a diagonal do paralelogramo.
Pdédese comprobar facilmente que a suma de vectores verifica
as seguintes propiedades:

1 Conmutativa . Sexan V e W vectores, enton: V+W =W +V

2 Asociativa . Dados &,b e ¢, enton: a+(b+c)= a+b) +C

3 Existe neutro (por convenio consideramos a existencia
dun vector de médulo 0 que chamaremos 6). Calquera que

sexa o vector V, entéon V+ 0=V
4 Todo vector ten oposto (o oposto dun vector é outro
vector que ten a mesma direccion e o mesmo moédulo pero

o sentido contrario, noméase cun signo “—): V + (- v)=0

Produto dun nimero por un vector

O produto dun numero por un vector é outro vector que ten:
Mddulo: O produto do modulo do vector polo numero.
Direccion: A mesma que a do vector de partida.

Sentido: Igual 6 do vector orixinal se 0 himero € positivo e
contrario se € negativo.

O produto dun nimero por un vector tamén se lle chama
produto por escalares®.

O produto por escalares verifica as seguintes propiedades:

5. Distributiva da suma de nameros: (a+b)[W=alV+b ¥

(fixate que a suma do primeiro membro € unha suma de
ndmeros e a do segundo unha suma de vectores).

6. Distributiva da suma de vectores: ~ al{v +W)=a¥ +aW

7. Asociativa: alb¥)=(alb)¥ (no primeiro membro hai
dous produtos de numeros por vectores e no segundo un
produto de nimeros e outro de un nimero por un vector).

8. Produto pola unidade: 1[V=V (un vector por 1 é o
mesmo vector)

® Escalares=en escada, este termo indica gue 0s nimeros podemos
ordenados de maior a menor, mentres os vectores non, xa que non €
posible comparar vectores con direccions diferentes (poderiamos
comparar os seus moédulos que son, precisamente, escalares).
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9. Produto por 0: OV =0 (un vector por 0 é o vector 0)
10. Produto por —1: —1[V =-V (6 multiplicar por —1 un vector
obtense o vector oposto).

Unha consecuencia fundamental da definicion de produto dun
ndmero por un vector € que, se dous vectores non nulos tefien
a mesma direccién, enton dun podemos obter o outro
multiplicado por un nimero conveniente:

v=all

7 L M
w=bV

O numero polo que debemos multiplicar € o cociente dos
maodulos, con signo positivo se tefien o mesmo sentido ou
negativo se os sentidos son contrarios.

Se non tefien a mesma direccién, eso non poderia facerse, e
diremos que os vectores son independentes.

Debemos considerar aparte 6 vector 0 xa gue para todo vector

V, 0=0L peronon v=albd (\7#5).

Combinacion linear de vectores

As ideas de suma de vectores e o poder expresar un vector
como produto dun namero por outro coa mesma direccion
preséntannos a posibilidade de construir calquera vector a
partir duns poucos, combindndoos axeitadamente.

Se eliximos dous vectores do plano que non tefian a mesma
direccion, € e &,, calquera outro vector do plano V pode

pofierse como combinacién deles.
Para facelo s6 temos que trazar pola orixe e o extremo de V

rectas coa direccion de € e €, respectivamente:

W=l —am sb,
V,|&, =V, =b[E,

Os vectores da figura
tefien a mesma direccién.
Os seus modulos son 4 e 6,
polo tanto:

.4 6
V=——We W=--V
4

(O signo negativo débese a
que os vectores tefien
sentidos contrarios).
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Diremos que B ={él,é2} € unha base dos vectores do plano e
0s numeros a e b chamarémoslles compofientes de V en
relaciéon a esa base. Escribirémolo V =(a,b).
En xeral, chamase combinacion linear dun conxunto de
vectores V4, V,,...,V,a unha suma deses  vectores
multiplicados por nimeros: a; V; +a, W, +...+a, V,,.
Diremos que un conxunto de vectores € linearmente
independente se a Unica combinacion linear sta que da o
vector 0 é a gue ten tddolos coeficientes 0:

a; =0

Vi,..,V, independentes < a;V; +...+a,v, =0=

a, =0
Son dependentes cando algun dos coeficientes da combinacion
linear non € 0.

Operaciéns e compofientes

Referindonos a unha base fixa, podemos considerar cada
vector como un par de nimeros (as stias compofientes). Desta
maneira as operacions con vectores redlcense a operacions
con numeros.
Exemplos: V=2[&, +3&, =(23) w=-1&, +1&, =(-11)
Suma de vectores:

VW= (208, +3[8,)+ (-1, +1E,)=(2-1)&, +(3+1)€, =&, +4&;
Ou, simplemente: v+w =(2-1,3+1)=(1 4)
En xeral:

\i i vlei+v2e% } VAW = (Vi€ + V8, + (Wi8y +W,E,)
W = Wlel + W282
0 [8OFeRM99 & = (vy +wy ) By + (v + W, ) B,
Ou simanse compofiente a compofiente:
VAW = (Ve Vo) + (W, wp) = (v + Wy, vp +wy)
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Produto por un nimero:
500 =5{15 &, +3[&,)=75&, +15(&, = (7'515)
5[V =5I(15,3) = (75,15)

En xeral:
V=Vi8 +V,e8, » alii=al{vié; +V,8,)=avé; +bv,é,
Ou multiplicanse cada compofiente:
av = a(vy,v, ) = (avy, av,)

Exemplo:

A un obxecto de 5 N de peso situado nun plano inclinado
daselle un impulso inicial de 2 N. Se o plano forma un angulo
de 30° en relacion & horizontal ¢ Cal é a forza resultante que
actua sobre o obxecto?

Solucion: Para facilitar os calculos, referimos os vectores a
unha base. Eliximos €; e €, axeitados 6 problema (na
direccién do movemento e perpendicular 6 plano) e calculamos
as compofientes do peso e do impulso en relacién a eles.

+ Peso: V=5co0s(60) &, - 5sen(60) [&, = (2'5,-4'33)

« Normal: fi=0[#&, +5sen(60) (&, =(0,4'33)

. Impulso: W=2[&, +0[&, =(20)

+ Resultante: V+n+w =(25,-4'33) +(0,4'33) +(2,0) =(4'5,0)

Vectores coa mesma direccidon
Se dous vectores tefien a mesma direcciébn, as suUas
compofientes son proporcionais:
v, =alw
(V1'V2) || (Wl’WZ) ind (Vl’VZ):a[(WLWZ) < {Vi :aﬂle

Consecuencia do anterior é que dous vectores tefien a mesma
direccién se e s6 se a razén entre as suas comporfientes é a

\Y; w
mesma; (Vl,Vz) || (Wl,wz) (vl,w1 £ o) o 2 -2

Vi W,
(Excluimos vi=0 e w;=0 para evitar a division entre 0, xa
que non € posible).

Pendente dun vector:  Sexa \7:(v1,v2), con v, #0,

. - . v .
chamase pendente de V ao numero: m =2 (Excluimos v;=0
Vi

7

2N

SN

30°

v

Kol

<

A
u v, %1
A pendente dun vector é a
tanxente do angulo que forma

co primeiro elemento da base.




P(0..0,)

Elexindo €; e €,

perpendiculares e de mdédulo
1 (base ortonormal), as
coordenadas vectoriais
coinciden coas cartesianas.

a,,q)
oa
8
1 — P(p,p)
g,
A-2,4)
X(x.y)
OA
— B(4,1)
O D
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para evitar a division entre 0, xa que non é posible).
A pendente é a tanxente do angulo que forma o vector co

primeiro elemento da base e indica a direccion do vector

Vectores e coordenadas.
Para introducir coordenadas no plano debemos:
1. Elixir a orixe de coordenadas.
2. Elixir unha base B ={&,,8,}(dous vectores con distinta

direccion). E preferible que o0s vectores sexan
perpendiculares e de mdédulo 1, nese caso diremos que €
unha base ortonormal .

3. As coordenadas dun punto son as compofientes do vector

que vai da orixe a ese punto en relacion a €; e €,

P(py,p2)
OP =p,&; +p26; = OP = (py,py)
O vector que vai da orixe de coordenadas 6 punto recibe o

nome de vector de posicion do punto . Deste xeito podemos
entender o par (p;,p2) como as coordenadas do punto P ou

como compofientes do vector OP, xa que ambolos dous
obxectos, punto e vector de posicion, quedan identificados.

Vector que vai dun punto a outro

Calculase restando o vector de posicibn do extremo menos o
da orixe.

P(pl-pz)}o—Qzﬁ,,rp—Q’jp—Q:O—Q_@
Q(ay.az)

PQ =(01.92) - (P1.p2) = (0 ~ P19z —P2)

Exemplo:

Calcula o punto medio do segmento de extremos A(-2,4) e
B(4,1).

Solucién: Sexa X o punto medio de AB. Calcular as

coordenadas do punto equivale a calcular as compofientes do
seu vector de posicion.

_— — — — 1 —

OX =OB+BX =OB + % [(BA= (41) + %[(—2,4) - (4] = (1.25)

armacion a distancia
wiwwiessanclemente. net
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Outro xeito de resolver o problema é tendo en conta que o

vector AX ten que ser a metade do vector AB:

_—

AX = %N?; = (x,y)-(4]) = %[(—2,4) - (4]

(xy) = (4D +2[(-24) - (4] = @25)

Exemplo:

¢Forman os puntos A(-2,1), B(1,5), C(7,1) e D(10,6) os vértices
dun paralelogramo? D(10,6)
Soluciéon:  Un paralelogramo é un cuadrilatero que ten os B(1.5) '
lados paralelos dous a dous. Polo tanto, os vectores que K/
forman os lados opostos tefien que ser iguais ou Opostos Z
(tefien a mesma direccion e o0 mesmo modulo). A(-2,1)

c.1

—_—

E un paralelogramo si e s6 si AB = CD
AB = (15) - (-21) = (34)
CD =(10,6) - (7.1) = (355)
Polo tanto, non forman un paralelogramo.

} AB 2D

C(4,10)

fB(2,4]

/

Puntos alinados /A(_1,_5]
Dise que varios puntos estén alifados se estan nunha mesma |

recta. Isto permite ir dun calquera a outro seguindo sempre a

mesma direccion.

Exemplo:
Comproba se os puntos A(-1,-5), B(2,4) e C(4,10) estan
alifnados.

Solucién: se estan alinados ﬁ || E = ﬁ =aDE

f =(39) } (39) =a(515) = (3,9) = (5a,15a)
AC = (515)



)
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(2,9)\7:13
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Para que dous vectores sexan iguais, tefien que ser iguais
comporfiente a compoiiente:

3=5a:>a:§

(39) =(5al5a) = -
9=15%a=a=—=—
15 5
Dado que obtemos o mesmo valor de a para as dulas
compofientes, 0s vectores tefien a mesma direccion e, polo

tanto, os tres puntos estan sobre unha recta.

Exempilo:
Nun certo intre da sUa travesia, un barco esta situado no punto de
coordenadas (2,9). Se a sUa velocidade é tal que cada hora efectla
un desprazamento dado polo vector (2,-3), pidese:
¢En que punto se atopara o cabo de 1 hora? ¢E de 2 horas? ¢E de t
horas?
¢, Qué tipo de traxectoria segue o barco?
Solucion:
Despois de 1 hora: (X, Yy) = (29) + (2,-3) = (4,6)
Despois de 2 horas: (X, y) = (29) +2[(2,-3) = (6,3
Despois de t horas: (X, y) = (29)+t[(2-3) (»
A traxectoria € unha recta. De feito a expresién (*) é un xeito de
expresar a ecuacion desa recta, facendo operacions resulta:
X=2
x=2+2t] 1575 y-9 _x-2
y=9- St} y-9 -3 2

3
e :_7X+12
y 2

Ecuacion vectorial dunha recta

Dado un punto P(p;,p,) dunha recta e un vector V(v4,V,) coa
mesma direccion da recta, entdén a expresion:

(X,¥Y) =(P1,P2) +t(vq,Vo) (tun parametro con valores en R)
describe os puntos da recta: 6 darlle valores a t obtemos os
puntos da recta e s os da recta.

Demostracion: Debemos comprobar

i) Que calquera punto da recta cumpre esa ecuacion:

—_— — —

Sexa X(x,y) un punto da recta, entéon: OX =0OP +PX

10
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Por seren P e X puntos da recta, o vector PX ten a mesma
direccion ca recta e, polo tanto, que V(Vq,V5):

PX | v - PX =t[¥ (sendo t un certo nimero real)

Substituindo: OX = OP +t [¥
Por compofientes: (X,Y) = (P1,P2) +t(vq,V5)
Esa expresion recibe o nome de ecuacion vectorial da
recta e o vector V(vq,V,) vector de direccién da recta
ii) Que sO6 cumpren esa expresion 0s puntos da recta: Se
Y(x',y’) non é un punto da recta PY = (X'—pl,y'—pz) non é
paralelo a V = (Vl,Vz): non hai ninglin numero t tal que:
X'=py+thy,

X'=pq,Y'— =t(vq,V
(X'=py, Y'—P2) = t(vq 2):{y':p2+th

Outras ecuacions da recta

Facendo transformaciéns na ecuacién vectorial da recta
podemos expresar esa ecuacion de diversas maneiras:

(X, Y) = (P, P2) +t(Vy,V2) - (X, y) =(py +t 1V, pp +11V,)
Igualando as compoiientes resulta:
X=pg+tlvy y o
Ecuacions paramétrica da recta
y=p; +tlV;

Despexando t e igualando:

X — - y .
P1 _¥7P2  £eiacion continua da recta
Vi Vo

Operando e traspofiendo termos obtemos a ecuacion xeral :
VoX—Viy+ povy — pgv, =00 @zQ OO0~ Ax+By+C=0

-v,=B
Pav1—pv2=C

Despexando y resulta a cofiecida ecuacion explicita :
y=-2x+P21"PY2 oo -y =ax+b

Vq vy Va_a P2Vi—PiV, =b
Vi Vi

Hai que ter en conta que, dependendo de cal sexa o vector de
direccion, algunhas destas ecuaciéns (continua, explicita) pode
non existir xa que non podemaos dividir entre 0.

Exemplo:
Ecuacion da recta que pasa por A(3,7) e B(5,3).

11
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Solucién: Para a ecuacion vectorial necesitamos un punto da recta
(podemos elixir A ou B) e un vector de direccion (usaremos o vector

AB): AB =(53)-(3,7)=(2-4) r=(xy)=(53)+t(2-4)
Podemos ir transformando a ecuacién vectorial ata obter a explicita:

X=5+2t Ix+y =13  y=-2x +13
y =3 -4t Py < 2X Y =13~y =2

Exemplo:

Atopa a ecuacion da recta que pasa por A(3,7) e B(5,7).

Solucion:  vector de direccion: AB = (5,7)-(3,7) =(20)

Ecuacion vectorial da recta: r =(X,y) =(3,7) + t(2,0)

Transformamos a ecuacién vectorial ata obter a explicita:
X=3+2t

y=7+0t}D =y =7
Exempilo:
Atopa a ecuacion da recta que pasa por A(3,7) e B(3,3).
Solucién: Vector de direccién AB = (33) - (3,7)=(0,-7).
Ecuacion vectorial: 1 = (X,y) =(3,3) + t(0,~-7)
Podemos ir transformando a ecuacion vectorial ata obter a explicita:

X =3+0t
}D‘[ﬂ;l;—»x=3
y=3-Tt

Neste caso tratase dunha recta vertical e NON ten ecuacion explicita.

Interseccion e paralelismo

Tratase de estudiar a posicion relativa de duas rectas no plano

a partir das stias ecuacions. Podense dar tres casos distintos:

» Cortarse nun punto

» Paralelas: Cando tefien a mesma direccion. Son paralelas
en sentido estricto se non tefien puntos comans.

12
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*« Coincidentes: As rectas son a mesma. Pode considerarse
un caso de paralelismo en sentido non estricto.

Temos dous xeitos de estudiar a posicion relativa de ddas

rectas a partir das stas ecuacions:

1 Comprobar se as direccions son as mesmas (mediante
as pendentes, os coeficientes das ecuacidéns xerais ou 0s
vectores de direccion). Deste xeito non sempre é doado
distinguir entre rectas paralelas (en senso estricto) e
coincidentes.

2 Resolver o sistema formado polas stas ecuacions
a) Solucién Unica: as rectas cértanse nun punto.

b) Moitas solucions: as rectas son coincidentes.
c) Sen solucidon: rectas paralelas en sentido estricto.

Exemplo:

Estudiar a posicion relativa dos pares de rectas:

a) r=(xy)=(2-D)+t(-13) es=y=-3x+2

b) r=2x-4y+1=0es=y=-3x+2

c) r=(x,y)=(01)+t(2-5) e s=-10x-4y+4 =0

Solucion:

a) 1° método: Comparamos as direccions das rectas mediante
as suas pendentes. En r, (-1,3) é un vector de direccion e a
sua pendente coincide coa da recta. En s a pendente é -3:

3
me=—=- .
- As pendentes coinciden, son paralelas

mg =-3

2° método: Estudiamos a interseccion das rectas pasando

as ecuacions a forma xeral ou & explicita. Un punto comun

verificaria as duas ecuacions, logo seria unha soluciéon do

sistema:
r=3x+y=5
SEy=-3x+2

Chegamos a unha contradiccion (2=5), polo tanto as rectas

non se cortan. Son paralelas en sentido estricto.

} 3x+(-3x+2)=5 . 2=5

b) Calculamos os puntos de corte:

rEZX_4y:2}ngaH_’14X:14 > X=1
s=3x+y=3 )

3[A+y=2-y=2-3=-1
Cértanse en (1,-1)

13
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c) 1° método :

~ -5
Vi =(2-5) - m; =7

-5 _ -10
10 7 = T Son paralelas
Vg =(-B,A) - mg =——
4
2° método:
r=5x+2y=2

[l -0=0
=-10x -4y = —4} Q)H;J;q

Sempre certo para calquera x e y, o0 sistema ten infinitas
soluciéns, as rectas son a mesma.

En realidade non era necesario resolver o sistema, sO
cumpria decatarse de que os coeficientes da segunda
ecuacion son proporcionais 6s da primeira.

r = (x,y) = t(1-3)

14
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O postulado das paralelas

O axioma V de Euclides equivale a que por un punto exterior a unha recta pode trazarse
unha e s6 unha paralela. Pero o seu enunciado orixinal era moito mais complexo, fronte a
sinxeleza dos demais e, xa desde os tempos da Grecia Clasica, foi obxecto de
controversias. Era realmente un axioma ou podia deducirse a partir dos anteriores?

Tbdolos intentos de demostralo a partir dos demais axiomas foron errados, polo que se
mantivo como un problema sen resolver ata o século XIX.

O matematico Farkas Bolyai, que dedicou parte da sUa vida a tentar demostrar o postulado
das paralelas, dixolle 6 seu fillo Janos cando descubriu que el tamén estaba obsesionado co
mesmo problema: “Por amor de Deus, prégocho: esquéceo, témeo como as paixons
sensuais porque, 0 mesmo que elas, pode chegar a absorber o teu tempo e a privarte da
saude, da paz de espirito e da felicidade”.

O matemaético Nocolai Lobachewsky (1793-1856) adoptou un enfoque diferente*. En lugar
de tentar demostrar o postulado das paralelas, construiu unha xeometria na que se incluia
un postulado alternativo 6 das paralelas: por un punto exterior a unha recta poden trazarse
varias rectas paralelas a ela.

A xenialidade de Lobachewsky é doada de entender: se o0 axioma V non depende dos outros
pode construirse unha xeometria coherente que non o cumpra e, se depende deles, esa
xeometria teria contradicions internas.

A xeometria de Lobachewsky é coherente, o que demostra que o axioma V non depende
dos outros. E certamente unha xeometria estrafia, & que chamou “xeometria imaxinaria”.

Estas ideas supuxeron un cambio enorme. A xeometria deixou de ser unha escrava do
mundo fisico para transformarse no estudio dun universo abstracto rexido polas suas
propias leis l6xicas.

Berhard Riemann (1826-1866), o gran matematico aleméan, foi ainda mais lonxe.
Consideraba que a xeometria non debia estudar puntos e rectas no y

sentido habitual, senon conxuntos n-plas (coordenadas de puntos nun @cﬂ B
. . . . . &

espazo de dimensiéon n) que se combinan seguindo certas leis®>. A

xeometria euclidea € un caso particular desas novas xeometrias. A

Riemann destacaba a importancia da definicion de distancia entre
dous puntos moi proximos a partir do médulo do vector que vai dun

punto 6 outro. Na xeometria euclidea o médulo dun vector do plano X
(xy) calctlase mediante a expresion: |(X,y)| = yX* +y?

Paro esa € s6 unha das infinitas formulas posibles para calculalo. Unha formula mais xeral

* Janos Bolyai (1802-1860) chegou, de xeito independente, as mesmas conclusions que Lobachewsky nun traballo
publicado como apéndice a outro do seu pai, pero atopouse coa falla de recofiecemento publico o que o levou a non
publicar nada mais.

> Nesta unidade, se esqueces as referencias 6 plano, estudas conxuntos de pares (x,y) nun espazo de dimension 2 e que
se combinan seguindo certas leis, tal como propofiia Riemann.

15



XUNTA DE GALICIA F'I.]TI..'lf-Z-II'l'l..'I educativa

Ml COMSELLERIA DE EDUCACION [ . datormacion a distancia
E ORDENACION UNIVERSITARIA FOMDO S0CIA WA T armente ne
Ef it ey www.iessanclemente. net

seria;

|(X,Y)| = \/ax2 +by? +cxy a, b e c nimeros ou funcions.

Podemos construir modelos que nos permitan entender mellor esas
xeometrias.

Xeometria esférica: Interpretamos o plano como a superficie dunha
esfera e as rectas como circulos maximos sobre esa esfera (nesta
xeometria non hai paralelas a unha recta por un punto exterior e 0s
angulos dun triangulo suman mais de 180°).

Os dngulos A, Be C
suman mdis de 180°

Xeometria hiperbdlica: Considerando o plano como a superficie dun
hiperboloide de revolucibn e as rectas como xeodésicas sobre ela
(infinitas paralelas a unha recta por un punto exterior e os angulos dun
., o —_
triangulo suman menos de 180°). C

Os angulos A, Be C
Xeometria de Klein: Un exemplo mais simple é o modelo hiperbdlico de ~ sumanmenos de 180°

Klein (1849-1925) no que o plano é o interior dun circulo e unha recta o segmento (sen
extremos) de recta contido nese circulo. A distancia entre dous puntos obtense mediante a

QP8
@

expresion: d(P,Q) =Ln —=—| ()

A
Pode parecer que estas xeometrias so tefien un interese puramente tedrico, que non poden
utilizarse para describir o mundo fisico, pero non é asi.
O modelo do universo de Newton baséase na xeometria euclidea. E un modelo magnifico,
gue permite predicir a volta dun cometa despois de centos de anos, un eclipse, as mareas,
... a posicion de tédolos astros do Sistema Solar con centos ou miles de anos de antelacién
e cunha gran precision. E un modelo no que a luz viaxa seguindo unha lifia recta no sentido
tradicional.
Einstein construiu un modelo ainda mellor, un modelo no que 0s erros son menores e no
gue a luz tamén viaxa seguindo unha lifia recta pero xa non son rectas no senso clasico, son
as “lifias mais curtas” entre dous puntos e “clrvanse” ao pasar cerca de obxectos con masa.
O modelo de Einstein xa non se basea na xeometria euclidea, utiliza unha xeometria de
Riemann.

-

6 , .z «| . . - . . P

Ln é unha operaciéon chamada “logaritmo neperiano”, incluida nas calculadoras cientificas. Para este problema
s6 necesitas cofiecer que Ln(1)=0 e que canto maior é o nimero, maior € o logaritmo neperiano.
Pode que non o creas, pero a xeometria hiperbdlica de Klein € moi semellante a euclidea, agas no V postulado.
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