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Unldade 2: Os numeros reais

Os numeros

1.1. A necesidade de contar: Os numeros naturais.

1.2. As medidas: NUmeros racionais.

1.3. Osreais.

Representacion gréfica dos nimeros reais: Arect  areal.
Alguns nameros reais destacados.

Diferentes notaciéns: Decimal, cientifica.

Operaciéns con nameros reais: As potencias
Aproximacions e erros.
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Introducion

A invencion dos niumeros

A invenciéon dos nimeros e 0s sistemas de numeracién foi un proceso que se
desenvolveu paralelamente a invencién da linguaxe.

Moi probablemente, os primeiros homes empezaron por inventar “nomes” para as
cousas e animais que necesitaban ou que temian, tal como sigue acontecendo cos
nenos 6 empezar a falar.

Os conceptos abstractos, coma 0s humeros, tiveron que ser froito dun proceso moito
mais complexo. Do que acontece coas culturas primitivas que sobreviven na
actualidade, podemos deducir que 0s nimeros empezaron como particulas que se
engadian 0s substantivos para indicar de cantos se trataba (algo semellante a
bicicleta, tri angulo).

Os naturais
SO moito mais adiante 0s nosos antecesores deberon ser capaces de separar 0 que
tiflan en comudn todos os grupos de obxectos concretos que designaria como bi-.....
(bi-cabalos, bi-arbres, bi-ledns, bi-homes, ....) € manexar a idea abstracta de nimero
(o numero dous neste caso) inventando unha palabra para ==
nomealo. Se cadra foi asi como naceron os ndmeros — Lﬁ/‘ =<
naturais. - (ém@ij
b

Os racionais

Co desenvolvemento da cultura e do comercio, 0s nimeros

naturais xa non podian cubrir tddalas necesidades: se tres

ferrados de millo intercambianse por duas lanzas de —=
pedernal, ¢a canto millo equivale unha lanza?; ¢como facer

se 0 ancho dunha leira mide mais de dldas varas e menos de

NUmeros reais 1
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tres?; e moitas outras situaciéns. O ser humano tivo que inventar as fraccions e
aprender a facer operacions con elas.

Os irracionais

Na Grecia Clasica dabaselle un enorme valor 6s nimeros naturais. Eran sinxelos de
manexar e comprender pero, a pesares da sua simplicidade, tédalas cantidades e
medidas podian representarse con ndmeros naturais ou

cocientes de numeros naturais —fraccions- (ou iso era o que

eles pensaron durante algun tempo). Chegaron a construir

unha especie de mistica 6 redor deses numeros.

As cousas cambiaron cando descubriron que alguns ndmeros

como o numero aureo ou a medida da diagonal dun cadrado

de lado 1 di ~ f d ient d A estrela de 5 puntas era o
e lado 1 non podian pofierse en forma de cocientes de . hiema dos pitagsricos e o

numeros naturais. Eran os irracionais. simbolo da perfeccion.
A relacién entre o seu lado

O descubrimento dos irracionais ocasionou unha enorme  eodo pentigonoéo
frustracién que desencadeou que o interese “filos6fico” dos ~— numerodureo:

gregos polas Matematicas se dirixise & Xeometria, quedando  ¢= V5 +1 =161803...
relegada a Aritmética 6s asuntos da vida cotia. 2

Os negativose 0 0

Ainda que se podian idear operacions que daban como resultado 0 ou algun valor
negativo, tales ndmeros non se consideraban como realmente existentes, senén
unicamente artificios técnicos. Coa chegada dos arabes, que trouxeron a Occidente os
cofiecementos da China e da India, introdicense os negativos e o 0.

2 NUmeros reais
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NUumeros reais

NUmeros racionais son os que poden pofierse como cocientes de numeros
enteiros. O seu desenvolvemento decimal é finito ou periddico:
1 . A 7
-==-03333..=-03 Z:1'75

Quizais o0 numero non racional mais doado de representar sexa 0 que
expresa a medida da diagonal dun cadrado de lado 1:
Polo Teorema de Pitagoras: d =v12+12 =+/2

Escribindo o desenvolvemento decimal dese nimero resulta:

V2 = 14142135623 7309504880 1688724209 6980785696 7...

Ese desenvolvemento decimal non remata e as suas cifras non se repiten

de xeito periodico. /2 non é un namero racional, pois non pode expresarse
como cociente de nimeros enteiros pero, por outra banda, parece claro que

\/E representa unha medida real (a da diagonal do cadrado).

O conxunto formado polas lonxitudes de tédolos segmentos posibles e polos
opostos deses numeros recibe 0 nome de conxunto dos niumeros reais

Os numeros reais engloban 6s racionais e, tamén, a moitos outros chamados
irracionais .

Calguera desenvolvemento decimal que podamos imaxinar corresponde a un
namero real e todo numero real ten un desenvolvemento decimal.

NUmeros reais 3
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Alguns numeros irracionais

Numeros alxébricos:  0s que se obtefien como raices de ecuacidns

polinbmicas. Por exemplo: V2 (solucién da ecuacion x?-2= 0) e todos os
radicais.

O nimero 1t E a relacién entre a lonxitude dunha circunferencia e seu o
diametro. Como a circunferencia era considerada a “curva perfecta”,
coiddbase que 1 era un nuamero racional e intentouse calcular o seu valor
exacto.

Lindemann (1852-1939) demostrou que 1 non é alxébrico (non pode ser
solucion de ecuacions da forma ax"+...+a;x+a,=0).

Na actualidade, mediante aproximaciéns sucesivas podemos calcular 1T con
tantos decimais como se queira. O calculo de aproximacions de Tt utilizase
para probar a capacidade dos superordenadores e xa se ten chegado a 10°
decimais.

No desenvolvemento decimal de 1 as sUas cifras non parecen seguir
ningunha regra, van xurdindo ao chou. Como consecuencia, calquera
secuencia de numeros que nos podamos imaxinar, sexa cal sexa a suUa
lonxitude, poderia ser encontrada no desenvolvemento de Tt

O numero_€: Antes da invencion dos aparellos de célculo, facer operacions

complexas como divisions, raices, etcétera, era moi complicado. Descubriuse
que escribindo os numeros en forma de potencia, esas operacions podianse
facer de xeito mais doado:

Exemplo:

Como calcular 3/34'8 =?

1. Eleximos un nimero para a base, 10 por exemplo, e pofiemos 34’8 como
potencia: 34'8=10">**°

15416
2. Y3a8= (348 (1015416T 10 3 =100%1%

3. Calculamos o valor desa potencia: 10°°%=3'2651

Unha raiz cubica, que non podiamos calcular, transformouse nun cociente.

Para escribir os nimeros en forma de potencia (1) e calcular rapidamente o
valor dunha potencia (3) utilizabanse as tdboas de logaritmos, nelas
anotdbanse as potencias dun nimero fixo (base) pacientemente calculadas.

Sorprendentemente —xa que 0 noso sistema de numeracion ten base 10-, o
ndmero que permite calcular mais facilmente esas tdboas non é o 10, senén
un namero irracional descuberto polo escocés John Neper (1550-1617): o

numero €, de valor 2'7182818284...

Ese numero pode calcularse con toda a precision que desexemos dandolle

n

. . 1

valores cada vez maiores a n na expresion: €= [1+ —
n

4 NUmeros reais
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1+=

2

‘/ﬁ [((resultado anterior)z)zj2 =

(((resultado anterior)z)z)2 -

Aproximacions e erros

Os nudmeros racionais podemos manexalos co seu valor exacto mediante
unha fraccion e, nalgins casos, mediante un desenvolvemento decimal pero,
na maioria das ocasions, non podemos empregar o valor exacto dun numero
real. O mesmo sucede cando se mide unha magnitude: é imposible cofiecer
a slia medida exacta e non s6 porque a precision dos instrumentos de medida

NUmeros reais 5
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€ limitada, tamén pola propia natureza do Universo (Principio de
Indeterminacion de Heisemberg).

En xeral, ¢ utilizar un nimero real s6 precisamos dunha parte do seu
desenvolvemento decimal redondeando o resto das cifras por defecto ou por
exceso.

Cifras significativas: _ namero de cifras exactas que utilizamos para describir
unha magnitude ou un valor numérico.

O numero de cifras significativas que podemos utilizar depende da
necesidade da situacion que queiramos describir e da precision das medidas
de que dispofiamos (dicimos que unha persoa mide 1'65 utilizando 3 cifras
significativas).

Erro absoluto: _ diferenza entre o valor real e o valor aproximado:

Erro absoluto =| Valor real —valor aproximado |

Normalmente, non poderemos cofiecer exactamente 0 erro pero Si
poderemos dar unha estimacion do seu valor:

Valor exacto Aproximacion Erro Erro aprox.
}/ 0'5 0

2
J2 1’4142 0'000013... |[+0'00005
Tt 3'1416 -0’0000073.. |-0'00005
Radio medio da Terra |6378km descofiecido |=1

n=31415926538... - S=nl10* =
b) n=314 - S= Erro =

c) m=31416 - S= Erro =

Outro aspecto a ter en conta cando se utilizan aproximacions é o valor da
magnitude. Non ten a mesma importancia un erro de 1 km na distancia entre
A Corufia e Pontevedra (=120 km) que o mesmo erro de 1 km na medida do
radio da Terra (=6378 km).

Erro relativo: _ erro por unidade. Utilizase para comparar erros nos valores de
Erro absoluto

magnitudes diferentes: Erro relativo=
Valor real

O erro relativo permitenos comprobar que a precision coa que se mediu 0
radio da Terra é 40 veces maior ca precision na medida da distancia A
Corufa-Pontevedra:

Valor | Erro absoluto | Erro relativo

120 1 0’008

6 NUmeros reais
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6378 1 0’0002

Notacion cientifica

A notacién cientifica é un xeito de escribir cantidades. Consiste en pofielas
como produto dun numero, cunha parte enteira dunha cifra, por unha potencia
de dez.

Utilizase para manexar nimeros moi grandes ou moi pequenos, ou para
comparar rapidamente os valores de diferentes magnitudes.

Magnitude Notacion decimal  Notacion cientifica
Diametro da Terra 12.756 km 1'2756-10" km
Didmetro de Xupiter 120.536 km 1'20536-10° km
Velocidade dun coche [90 km/h 25 m/s |2'5-10' m/s
Velocidade da luz 300.000.000 m/s |3-10° m/s
Diametro dunha célula {0’'0000001 m 10" g

Poboacion da Terra 4.500.000.000 4'5.10°

Coa notacion cientifica € doado decatarse de que o diametro de Xdpiter €
unhas 10 veces maior co da Terra, de que a velocidade da luz é 10" (10
milléns) veces maior ca dun coche, ou de que fan falla 10 millons de células
postas en lifia para medir un metro.

Para transformar un nimero en notacién cientifica a notacion decimal s6
debemos desprazar a coma cara a dereita (cara a esquerda se o expofiente é
negativo) tantos lugares coma indica a potencia de 10 (engadindo ceros, se
non houbese cifras dabondo).

Notacion cientifica  Notacion decimal
-1'364-10° -136.400

3'04-10° 0’00304

Operacions con potencias e raices

As potencias e raices de numeros reais verifican as mesmas propiedades que
as de numeros racionais que xa nos son cofiecidas:
Potencia de expofiente natural: _ multiplicase a base por si mesma tantas
veces como indica o expofiente: a" zall.[a

T

n veces

Producto _de potencias _da mesma_base: para multiplicar potencias da

mesma base basta suma-los expofentes:
a"[@" =(al.@){al.m)=a™"
n \Tleces m IleceS

Potencia dunha potencia: _ Multiplicanse os expofientes

NUmeros reais 7
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m veces
1
n|\m _ — AN
@) =(@n.@odfan.m)=a
1 1
n veces n veces

Cociente de potencias da mesma base: _ réstanse os expofientes

(a 0. (&) _ -
(al..ma)

T
m veces

Potencias_de expofiente_negativo: _ E a inversa da potencia elevada a
expofiente positivo (Dedlcese da propiedade anterior cando o expofiente do

an
a

. . - 1
numerador € menor co do denominador): a™" = —

n

Potencia de expofiente 0:  calquera numero (agas o 0) elevado a 0 € igual a
1 (é unha convencion para mante-la coherencia co cociente de potencias da

n

a
mesma base): 1=—=a"
a

n:aO

Definicion de raiz: Chamamoslle raiz n-esima dun ndmero a, e

escribirémolo Q/a, a outro nimero r que cumpre: r" =a < Q/g (fixate que
radicacion e potenciacion son operacions inversas o que implica que tefian
propiedades semellantes).

Raices equivalentes:
. n n
"Wa"™ =%aPf pois r™ =a"™ o (rq) :(ap) - r%=af

Potencias de expofiente fraccionario: _ Da definicién de raiz dedlucese que
podemos escribir unha raiz como unha potencia de expofiente fraccionario.

m

n n
Va" =a™ pois |[am | =a".

Producto de raices do mesmo indice: Q/a E{/B =Yalb
Na_ la
/b b

Potencia dunha raiz: Elévase a cantidade subradical & potencia:

Cociente de raices do mesmo indice:

m

(%)ﬂ = @ pois (Q/E)’“ = a% =-a

Raiz doutra raiz: é outra raiz de indice o produto dos indices

1
{7(’{/5):”% pois QV‘Q/aj: an =aﬁ% =a"™m = "%

Operacions con raices coa mesma base:  Transférmanse en potencias de

8 NUmeros reais
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expofiente fraccionario e aplicanse as mesmas regras que coas potencias.

Racionalizacién: _ Cando nunha fraccién aparece un radical no denominador,
chamase racionalizar a atopar outra fraccion equivalente pero sen radicais no
denominador.

Ten en conta que para obter unha fraccion equivalente s6 podes multiplicar
numerador e denominador polo mesmo namero.

1 _ 1de-45)
2+5 (2++5)2-+5) 4-5
2 2@/2? 2@/t e
2 2mf2r 2mr -

= -2+

Operacions con numeros radicais

Os nameros radicais son irracionais que podemos manexar co seu valor
exacto utilizando a sta expresiéon en forma de raiz.

A sUa expresion xeral é a + Vo (a e b nimeros reais e n un nimero natural)

Suma_de radicais: Para podermos sumar numeros radiais deben te-la
mesma parte radical. De non ser asi, en ocasions, poderemos utiliza-la
propiedade anterior para que si a tefian

Exemplo:
(—3+\/§)+(9—7ﬁ)=(—3+\/22 u?j+(9—7ﬁ)= (-3+2v2)+(0-7v2)=6-5v2

Producto: Utilizanse as propiedades das operaciéns con raices e potencias.

(2++2)d5-4/4)= 25-23/a+25-23/a= -23/a+5 -5/ &

Cociente: Racionalizase transformandose nun produto de radicais divididos
por un namero real.

NUmeros reais 9
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2+43_(2+V3)da+3)_  _
4-+3 [(4-43i4+3) 16-3

A recta real

Os numeros reais, ao igual que 0s nuameros racionais, tamén se poden
representar nunha recta, a recta real .

Tamén pofiemos os positivos & dereita, 0s negativos a esquerda.

-3 -2 -1 0 1 2 3
A representacién dos numeros irracionais non sempre é sinxela, algunhas

veces é imposible facelo exactamente, ainda que hai algins casos en que si
se pode facer dun xeito sinxelo.

Para representar na recta o nimero \/E podemos utilizar o teorema de
Pitagoras para construir un segmento que mida exactamente ese numero:

2 /
/ |

-3 2 1 0 1 2 2 3

Os numeros reais, ao igual que acontece cos numeros racionais, tefien a
propiedade de densidade, é dicir, entre cada dous numeros reais distintos
sempre podemos atopar outro nimero real pero, a diferenza dos ndmeros
racionais, 0s numeros reais non deixan ocos na recta: a cada punto da recta
correspondelle un nimero real. Neste sentido, dise que R € completo.

\\

10 NUmeros reais
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Para describir conxuntos de nimeros reais, resulta Gtil as veces expresalos
como anacos ou segmentos da recta, a estes anacos chamamoslles
intervalos, cuxos diferentes tipos describimos a continuacioén:

Intervalo pechado. Por exemplo, o intervalo [-1,2], son todos os numeros
reais que hai entre -1 e 2, incluidos o -1 e o 2. Graficamente, son 0s puntos
da figura:

t t @ ; ; ® 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Intervalo_aberto.  Por exemplo, (1,3) son todos os numeros reais que hai
entre 1 e 3, sen incluir os extremos.

: : ' : O i o—
3 2 -1 0 1 2 3

A caracteristica fundamental que diferencia un intervalo aberto dun pechado é
gue no aberto non estan incluidos os extremos.

Tamén se poden considerar intervalos semiabertos ou semipechados que
inclian unicamente un dos extremos.

Exemplo: (2. 3] no que se inclte o 3, pero non o 2; o intervalo [-3. 1) en 0 que
se inclte o -3, pero non se inclle o 1, etc.
[-3,1) (2,3]
- } i } O
-3 -2 -1 0 1
Mesmo se poden considerar intervalos de lonxitude infinita.

o—
3

N Q

Exemplo:

(—. 3] son todos 0s nUmeros reais menores ou iguais que 3,

Exemplo:
O intervalo (2, +«) son todos 0s ndmeros reais estrictamente maiores que 2.

Recordamos que o« € o simbolo que se utiliza para representar a idea de
infinito e non € un nimero que se atope na recta, por iso non o incluimos nos

intervalos. A propia recta real podese expresar como o intervalo (‘ 0o, + °°)

NUmeros reais 11
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Valor absoluto, distancias e entornos

O valor absoluto dun ndmero real x € o maior entre x e —x, denoétase |x|.
Por exempilo, |5/ =5e |- 3| =3.
-X sex<0

Tamen se pode definir, dunha forma mais precisa |_xj = {
X sex=0

O que significa que cando o numero é negativo, cambiamolo de signo, e
cando é positivo, deixdmolo tal e como esta.

O valor absoluto verifica as seguintes propiedades:
Calquera que sexan 0s numeros reais a e b:
 |al=0
* la-bl=]la]- [b].

e Ja + b|< |Ja] + |b]. Esta propiedade, que se chama desigualdade
triangular, expresa que o valor absoluto dunha suma é menor ou igual
gque a suma dos valores absolutos.

Unha das utilidades do valor absoluto é para expresar a idea de distancia
entre dous ndmeros reais, a distancia entre 0os numeros reais a e b é a
diferenza entre 0 maior e o menor. Como non sabemos cél deles é maior, se
restamos b-a poderiamos obter un namero positivo ou negativo, pero as
distancias han de ser sempre positivas, por esta razon, definese a distancia
entre a e b como o nimero |b- a.

Exemplo:
Distancia entre -3 e 5: |5 - (— 3){ = |8| =8 ou ben, |— 3 —5| = |— 8| =

Chamase entorno de centro o nimero a e radio I' (un nimero maior ca 0) ao
conxunto de numeros reais que estan a unha distancia do @, centro do
entorno, menor que I'. Simbolicamente, Ha,r) = { x R‘ |x - a| < r}

12 NUmeros reais
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Tamen se pode expresar directamente como o intervalo E(a, r) = (a -ra+ r).

Exercicio 2.6:

Expresar en forma de intervalo o ambito de centro 4 e radio 3.

NUmeros reais 13
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Ampliacion

J2 non é racional
Un dos métodos mais habituais para levar adiante unha demostracion € por reduccion 0
absurdo: Suponse que algo é verdadeiro e inténtase chegar a unha contradiccion.

Ese é o método que empregaremos neste caso: Supofiemos que \/E € un numero racional,
que pode escribirse como un cociente de nimeros enteiros: /2 =P e gue esa fraccion é
q

irreducible (de tédalas fraccibns de numeros enteiros que corresponden a un numero
racional, sempre hai unha irreducible.).

2
Elevamos 6 cadrado a anterior igualdade: (ﬁ)z = (DJ — p? =20
q
Obtemos que p? é multiplo de 2 e, polo tanto, p tamén ten que ser miltiplo de 2: p=2n
Substituindo: (2n)2 = 2q2 —2n? = g (9% é mdltiplo de 2 e g tamén: q=2m)

P_2" _ N 4 que é unha contradiccion.
g 2m m

Obtivemos que a fraccién non é irreducible:

Cantos irracionais hai?
Podemos contar os nimeros racionais seguindo a orde que aparece no cadro. Dese xeito
podemos dicir que hai, alomenos, tantos numeros naturais

coma racionais (fixate que contamos tddolos nimeros racionais 01234
e gue contamos cada numero racional infinitas veces). %
Polo dito ata agora, podes ter a idea de que os irracionais son 4
poucos, nada mais lonxe da realidade: hai moitos mais 2
irracionais que racionais, ... pero ¢cantos mais? ¢Hai tamén %
tantos reais coma naturais? ¢Podemos contar os numeros 4
reais? i
Supofiamos que si podamos contalos. teriamos tédolos

numeros reais numerados:
1-1

21, Iy, I, ... NUMeros reais

Consideremos o desenvolvemento decimal que empeza por 0'... e ten a 12 cifra decimal
distinta da 12 cifra decimal de rq, a 22 cifra distinta da 22 de r,, a 32 distinta da 32 de r3, ...
Ese numero real que acabamos de inventar non esta contado, non coincide con ningdn
namero real da anterior numeracion. Chegamos a un absurdo, non podemos contar 0s
ndmeros reais.

Hai mais reais ca naturais. De feito, hai infinitas veces mais niUmeros reais ca naturais.

Hai infinitos numeros naturais (& o primeiro infinito [1,) e hai “infinitas veces infinito” nimeros reais (é o 2°

infinito: 0, =,7°).

14 NUOmeros reais



