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Unidade 8. Representacion de
funcions

1 Estudo e representacion de funcion

Como pode observarse, as funcions que van aparecendo presentan unha
complexidade cada vez maior, polo que requiren de métodos mais sofisticados para o seu
estudo. Xanon podemaos cofiecer 0 seu comportamento mediante unha taboa de
valores, como coas lineais, ou a través dalguns puntos caracteristicos das funciéns,
como coas cuadraticas ou as de proporcionalidade inversa mais sinxelas.

Debemos desbotar a pretension de cofiecer exactamente o que fai unha funcién
punto a punto e temos que centrarnos naqueles puntos que realmente caracterizan
a funcion. Xa vimos alglns, como os puntos criticos e os de inflexiéon. Estes puntos
permitennos descubrir o comportamento da funcién. Este pode ser completado co
estudo das asintotas, do signo da funcién, etc. Polo tanto, a nosa pregunta é: que
necesitamos estudar da funcién para cofiecela con detalle? Despois tocaranos o
proceso de axustar convenientemente toda a informacion obtida, de modo que o
crebacabezas encaixe e non aparezan resultados contraditorios.

Os pasos para efectuar o estudo e a representacion gréafica dunha funcién son os
seguintes:

1. Calculo do dominio da funcion.

2. Estudo da simetria e da periodicidade

3. Calculo dos puntos de corte da funcién cos eixes de coordenadas.
4. Estudo do signo da funcion.

5. Calculo das asintotas e da forma na que a funcion se achega a ela.
6. Estudo da monotonia (crecemento e decrecemento).

7. Célculo dos puntos criticos (maximos e minimos relativos).

8. Estudo da curvatura (concavidade e convexidade).

9. Célculo dos puntos de inflexion.

Os 5 primeiros pasos sacanse directamente da funcion; 6° e 7° da derivada
primeira; 8° e 9° da derivada segunda (tamén no 7° podemos necesitar esta derivada).
Habitualmente, o colofén deste estudo € o esbozo dunha gréfica da funcion, isto é, a
sUa representacion grafica. Loxicamente, as informacions obtidas nos distintos pasos
deben ser coherentes as unhas coas outras e non entrar en contradicion. Se ocorrese
isto Gltimo, hai que pensar que nos confundiriamos nalgin punto e repetir os calculos
pertinentes ata que desaparezan as incongruencias.
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Repasemos como se efectuan cada un dos célculos anteriores.

1. Dominio:
Os casos nos que o dominio é distinto a R son 0s seguintes:
Funcién Célculo do dominio
NUM (x)
fx) = DEN(x) DEN = 0 =Dom f = R — {x€R /DEN(x)=0}

f(x) = JRADICANDO(x) RAD(x)=0 =Dom f = {xel/ RAD(x)=0}

f(x) =log ARGUMENTO(X) ARG(X)>0 =Dom f = {xel/ ARG(x)>0}

2. Simetria e periodicidade:
f é par se f(-x) = f(xX) = é simétrica respecto ao eixe OY
f é impar se f(-x) = - f(x) = é simétrica respecto a orixe de coordenadas.

Funcion par Funcion impar
ff-- 7
e L/
/-)l( )I( \ : '
k-4 (x)

A funcioén par coincide ao dobrala respecto ao eixe OY. A impar coincide se
trazamos rectas que pasen pola orixe de coordenadas, ou ben, dobrando primeiro
polo eixe OU e despois polo OX. Se non se verifica ninguna das igualdades
anteriores, dicimos que a funcién non é simétrica.

A periodicidade s6 se estuda para as funcién trigopnométricas, polo que
prescindiremos do seu estudo.

3. Puntos de corte da funcién cos eixes de coordenadas:

Para descubrir as coordenadas dos puntos de corte da funcién co eixe OX hai
que igualar a funcién a cero. Escribimos abreviadamente: fNOX = f(X) = 0
Teremos tantos puntos de corte como solucién tefia a ecuaciéon f(x) = 0

Para achar o punto de corte da funcién co eixe OY hai que substituir na funcion
a x por 0 (cero). Escribimos abreviadamente fnOY = x = 0 = (0, f(0)). Teremos
un ou ningun punto de corte, dependendo da existencia de f(0). Se ao resolver a
ecuacion f(x) = 0 aparecese a solucion x = 0, o punto de corte co eixe OY é a
orixe de coordenadas (0, 0)

4. Signo da funcion:
Para estudalo hai que resolver a inecuacion f(x)>0. Para facelo usaremos
distintas estrateixas dependendo do tipo de funcion, ainda que as duas
fundamentais son as seguintes:
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I.  Se afuncién é polinémica, resolvese a ecuacion f(x)=0,
descompofiéndose a recta real en intervalos dados polas solucién da
devandita ecuacion.

II.  Se afuncion é un cociente de polinomios, igualanse numerador e

NUM(x) =0

DEN(x) =0

real en intervalos dados polas solucién de ambas as ddas ecuacions.

denominador a cero por separado { } e descomponse a recta

Os demais puntos (asintotas, monotonia, puntos criticos, curvatura e puntos de
inflexion) xa foron tratados nas leccions anteriores, polo que non repetiremos o xa dito.
Para a representacion adoitase proceder da forma seguinte:

1. Marcamos os puntos de corte e os criticos. Nestes Ultimos facemos un arco:
para un maximo e para un minimo.

2. Representamos as asintotas e o comportamento da funcién nas stas
proximidades.

3. Unimos os puntos e as lifias representadas

Habitualmente as representacions non adoitan facerse estrictamente a escala, xa
gue o que interesa é destacar as propiedades mais relevantes da funcién, que poden
ser desvirtuadas pola devandita escala.

Exemplos

1. Estuda e representa a funcion y = x3 — 4x? + 4x
Solucion:

i.  Dominio: como é un polinomio, Domy = R.
.. . . *= yx)
i.  Simetria; y(-x) = (—x)3 — 4(—x)% + 4(—x)= —x3 — 4x?% — 4x { =
Y(x) = (=0)° = 4(=x)? + 4(=x) 300
= Non é simétrica
ili. Puntos de corte cos eixes:

fNOX=y=0=x3—4x% +4x =0>= x(x? — 4x + 4) = 0=x = 0,2 (dobre)=
= (0, 0):(2, 0) = f N 0X = (0, 0).

iv. Signo: y = x(x — 2)?. Como x = 2 é solucion dobre, non inflGe no signo,
posto que o factor esta elevado ao cadrado, sendos sempre positivo (salvo
en X = 2 que seria cero). Hai que descomponer a recta real en dous
anacos.

(-©0,0) | (0,0) —{2}
sgny - +

v. Asintotas: AV: como se trata dunha funcién polinémica non ten asintotas
verticais.
—o00, cando x > —

T 3 _ 2 ~ li 3=
AH:limy o (7 — 4x° + 4x) ~ lim, 400 X { 00, cando x — o

= Non ten asintota horizontal
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x3—4x2+4x x3

AOb:m=1lim,_ ~ lim,_, 4o — =lim,_ 4o x? = 00 = Non
+ too +

ten asintota oblicua

Ao ser una funcion polinémica de grao superior ao primeiro, non ten
asintotas de ningun tipo. Os limites no infinito permiten descubrir cara onde
vai a funcion

2
vi.  Monotonia:y' =3x2—8x+4=>y=0=3x2—-8x+4=0=>x= 32
(==.%/3) | (*/3.2) (2, )
sgny’ + - n
y cr Dl cr
vii.  Puntos criticos : maximo no punto (E’E) e un minimo en (2,0)
.. .. 4 . . (4 16
viii.  Curvatura:y"'=6x-8 >y '=0=6x-8=0=x= 3 Punto de inflexiéon (E' E)

2 Estuda e representa a funcion y =

_ (=, 4/3) (4/3'00)
sgny - +

y N U

Recordamosche que todas as ordenadas dos puntos se calculan na
funcion, non nas suas derivadas.

(2,0)

4 3
X X 2
5T X +5

Solucion:
Dominio: como é un polinomio, Domy = R

. , —x)4 —x)3 4 3 +*
Simetrias: y(-x) = %—%— (—x)?+5=5+=—x+5 { Yo,

= Non é simétrica.



Vi.

Vii.

viii.

A vista da gréfica, observamos que a funcion corta o eixe OX es dous puntos, ambos
os dous con abscisas positivas maiores que dous.

% 3 CONSELLERIA DE EDUCACION daformacién a distancia
* L

E ORDEMACION UNIVERSITARLA FOHDD BOC1AL WA 2 emente ne

E Blemae it ey www.iessanclemente. net

XUNTA DE GALICIA [ | Plajaforma.educatiya

fNOX =y =0= Nonse poden achar

fnoy =y)=5=(0,5)

Ainda que usemos a Regra de Ruffini para resolver a ecuacion y = 0, non
obtemos os puntos de corte. SO pode facerse con métodos numéricos,
procedementos que superan o nivel deste curso. Debemos agardar e ver se co
resto dos datos podemos esbozar a grafica da funcién.

Signo: non pode estudarse

Puntos de corte cos eixes:{

Asintotas:

a. AV: non ten asintotas verticais por ser un polinomio.
4 3 4
X X 2 . X
———=-X S)z lim —
12 6 + x=teo 45

asintota horizontal

b. AH:limy e ( =100 = Non ten

xt X3

. E—?—x2+5 ; .
c. AOb:m=lim,_ - =400 = Non ten asintota oblicua
Monotonia: y'= = — = — 2x sy'= 0 x (£~ X~ 2) =05 x=x, 0
onotonla.y—3 ” X =y = :>x(?—5— )— = X =Xy, 0, Xp con
3—V/105 3++/105
X1= 2 = -1,81; xo= = 3,31

Puntos criticos: minimos en (xq, y(x1)) e (x3,y(x3)) € méximo en (0,5), con
y(x1) =3,61; y(xp) =-1,997

(—OO,X]_) (Xl,O) (O!XZ) (XZ’OO)
sgny’ - + - +
y Dl ct Dl c?

Curvatura: y '=x?—x—-2=2y =0=2x-x-2=0=x=-1, 2.
Punto de inflexién (~1,%) ; (2,2).

(-0,-1) (-1,2) (2,00)
sgny” + - +
y U n V]
\ / \/
\
o

2\/




Estuda e representa a funcion y =

Solucion:
Dominio: DEN=0=x=-2 = Domy=R-{-2}

Vi.

Vii.

viii.

Simetria: y(-x) =

Puntos de corte cos eixes: {
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# —y(x)
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= Non é simétrica

_9_

fNOX=>y=0=>NUM=0>=>x=7=(7,0)
-7 7
fnoy=y0) === (0-1)

(0,2) | (2,7) | (7,0)
- - |4
SIY ==+ 2= =+
(00]

. (NUM=0>= x=7
Signo: {DEN —0ox= -2
Asintotas:
lim 7 _
x—>—2" " 5 — H= —
AV:x=-2= x’i-';z _%
llmx_>_2+ m = 0—+ =

. x—=7 . X
AH: lim, 4 o = limy 40 -= 1 =y,=1 = Non ten asintota Ob por

ter horizontal.
Y=Yy =

Monotonia: y'=

dominio

Non ten puntos criticos, porque y #0

Curvatura: y”~

x—17

9

x+2
=Yy >0en R —{-2} =y é crecente en todo 0 seu

(x+2)2

{NUM <

0

:x+2:

DEN =0 =>x = -2

Non ten puntos de inflexion, poisy” #0

> 0,cando x - —c0 =2y > yy
<0,cando x » 0 ==y <yy

(_001_2) (_2100)
sgny” + -
y U N
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L, x%—5x+4
4 Estuda e representa a funcion y = E——

Solucioén:

i. Dominio: DEN=0=x=5= Domy=R-{5}
(—x)2=5(—x)+4 _ x%+5x+4 (F y(x)
—x=5 {i —y(x)
) fNnOX=>y=0=>x=1,4= (1,0);(4,0)
iii. Puntos de corte cos eixes: {f N 0Y = y(0) = _?4 N (0' _g)

= Non é simétrica

ii.  Simetria: y(-x) = x5

iv.  Signo: (1) | (1.4) (4.5) (5,»)
{NUM=0:>x=1,4 sgny | *__ | —=4 | F__ | T_
DEN=0> x=5 - - - +
. x2—5x+4 4
llmx—>5_ T — 0—_ = —00
v. Asintotas AV: x =5 = 0
1i —5x+4 i - o
lmx_)5+ —x—5 —_— 0+ —_—
. x2—5x+4 . x? .
AH: lim, 4 o — = limy, 40 —= limy, 44 X = £ 0= Non
ten AH
_ 2 2_
Ob: m= lim < Sutd o 'mx—zl;nz lim (x 5x+4—x)—11m—0
x—-+oo x2—5x x—+oo x?2 x—+oo X— xX—too X 5
. . x°—=5x+4 4
=Yob = X. Achégase do modo seguinte: Y — Yop = rE— X=—>
X— X—

Ssgn ( )= Sn 0{<0,candox—>—oo
9Ny = Yov) =59 >0, cando x - o

. ., x?-10x+21 (NUM =0 = x=3,7
vi.  Monotonia: y'= ———=— {

Vii.

viii.

(x-5)2 |DEN >0 enR-—{5}
(=,3) | B,7)-{5} (7,0)
sgny’ + - +
y ) Dl )

Puntos criticos: maximo en (3, 1) e minimo en (7, 9)

Curvatura: y’'=

8 (NUM >0
(x=5)3

DEN =0 = x = 5(triple)

(-0,9) | (5,%)
sgny”’ - +
y n U

.Non ten puntos de inflexion.
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., x“+9
5 Estuda e representa a funcién f(x) = ==

Solucion:
i. Dominio:DEN=0=>x=43= Domf=R-{-3, 3}
(—x)%+9 _ x249
(=x)2-9 ~ x2-9

i. Simetria: f(—x) = = f(x)= é par, simétrica respecto ao

eixe OY
iii. Puntos de corte cos eixes:
{anX:f(x)=0:>x2+9 # 0 = Non curta o eixe 0X

FNoY = f(0)=—-1=(0,—1)

: . NUM >0 (-00,-3) [ (-3,3) | (3, )
v. Signo: {DEN —0 > x=143 sgny |+ - |+
V. Asintotas: AAVV:
li x*+9 _ 18 _
I R e B
X=-39 x%+9 18 X =3
llmx_>_3+ m = 0—_ = —00
li x*+9 9 _
I I
li x249 9
M3t iag = or =
2 2

. x“+9 . X 18
AH: xl_l)gloo e xl_])rinoo == 1=y = 1=f- Y=
Non ten A Ob por ter AH.
36x {NUM=0 = x=0
DEN >0 enR-—{+3}

>0 cando x— +oo.

vi.  Monotonia: f'(x) =—(x_2_9)z

(-©0,0) | (0,%0)
Sgn f' + - (_ool _3) (_31 3) (3v OO)
f Ct DL ||S9nf” * § *
f U n U
vii.  Puntos criticos:méximo en (0, -1)

108x2+324
vii.  Curvatura: f'(X) = ————— {NUM >0

(x2-9)3 (DEN =0 = x = *3(triples)
Non ten puntos de inflexion
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i. Dominio: DEN >0=Domy=R

Simetria: y(-x) =

_—-""
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X

(—x)%+

orixe de coordenadas

9 x2+

x249

os dous eixes na orixe de coordenadas.

{

x—+oo X

{< 0,candox » —0 =2y <yy
> 0,cando x > 0 >y >yy

DEN >0

. . (NUM =0 =x=0
iv.  Signo: {DEN >0
v. Asintotas: Non ten AV;
lim — >
x—+oo x“+ x—+oo X
X

Y=Yn = x249

Vi Monotonia: o 9%
' Y oy

Vil.

viii.

- el -

= o

X
5" -y(x) = é impar, simétrica respecto da

Puntos de corte cos eixes: fN0X =y =0=x = 0= (0,0). Curta ambos

(—O0,0)

(0,0)

sgny

+

. .1
~ lim == lim -=0=>yy=0

NUM =0 = x=43

,e ;. 1 L. 1
Puntos criticos: minimo en (—3,—g) € maximo en (3'3)

(=0,=3) [ (=3,3) | 3,»)
sgny’ - + -
y D! c1 D!
2x(x2-27 _ _
Curvatura: y” = % {NUM =0 = x=—27,0,V27
(x*+9)° (DEN >0
(-0,-v27) | (-27),0) | (0.¥27) | (V27 ,)
sgny” - + N n
y N U N U

Puntos de inflexion : (—3\/§, _1_?) (0, 0); (3\/5' g)

. Non ten A Ob por ter AH
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7 Estuda e representa a funcién y = e’

Solucion:
i. Domy=R
ii.  Simetria: y(-x)= e~z 5 6 par, simétrica respecto do eixe OY
iii.  Puntos de corte cos eixes:
{fr10X:y:0:>y:e"‘2 > 0 = Non curta o eixe 0X
fnoy=y0)=e’=1=(0,1)

iv.  Signo: a funcion é sempre positiva
V. Asintotas: non ten AV;
. 1 . . .
AH: lim e = lim —5 =0 =Yy = 0. A function vai sempre por enriba
x>+ x—+oo e*
da asintota horizontal, por ser positive. Non ten A Ob por ter horizontal

. P .2 . (-0010) (0100)
Vi. Monotonia: y'=-2xe™ =2y'=0=>x=0 sgny’ T _
y (o%) Dl
vii.  Puntos criticos: maximo en (0,1)
viii.  Curvatura:
y'= 2e"‘2(2x2 -1)=>y"’=0=
Ll _ .V vz VZ A2\ | (V2
KRR (=-3) |(5%)| (5
sgny” + - +
y U n 9]
. o N2 LN V21 (V21
Puntos de inflexion: (—7, e 2) = (—7,\/—;) ; (7’\/_2)
= |
| —

10



8 Estuda e representa a funcion y =

Vi.

Vii.

viii.

9 Estuda e representa a funciony =
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Solucién:

Dominio: DEN >0 = Domy =R

(—x)* _ x*
(—x)2+1  x2+1

Simetrias: y(-x)=

oy
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= y(X) =par, simétrica respecto do eixe

Puntos de corte cos eixes: fN0OX =y =0= NUM =0 = x = 0(dobre) =
= A funcién curta os eixes na orixe de coordenadas (0, 0).

Signo: a funcion é sempre positiva

Asintotas: non ten AV;
2

AH: lim — >
x—+oo x4+1 x—>+oo X
. _ x2 _ -1
como-y-¥u="7.7" 1= x2+1
. 2x
Monotonia: y'= m
{NUM =0=> x=0
DEN >0

Puntos criticos: minimo en (0, 0)

Curvatura:
o _2(1-3x%) {NUM =0= x=+
<+ {pEN > 0

Puntos de inflexion: (\/3— 1) ; (—ﬁ 1)

4

1—x?

(x+2)2

Solucién:

<0=y <yy. Nonten AOb

X
~ lim = =1 =Yy = 1. A function achégase a asintota

(_OO!O) (0100)
sgny’ + -
y ct Dl

Dominio: DEN =0 = -2 (dobre) = Domy = R — {-2}

Simetrias: y(-x) = (—x12)2 (2—x)2

11

1-(—x)? _ 1-x2 {i y(x)
# —y(x)

= Non é simétrica




AN XUNTA DE GALICIA F'I:HTI:HT-:-H'n:a educativa
.*+ COMSELLERIA DE EDUCACION daformacion a distancia
L) * L
E ORDEMACICON UNIVERSITARIA FOMDO BOCIAL WA (2 emente ne
E Blemae it D www.iessanclemente.net

iii. Puntos de corte cos eixes:
{fﬂOX:y: 0=>NUM=0= x=+1= (1,0); (—1,0)

fnoy=y0)=:=(03)

e (NUM =0 =x=+=1 (0,-1) [ (-1,1) | (@1,)
Iv. Signo: {DEN >0 enR—{-2} [sgny . n 3
1—x? -3
iv.  Asintotas: AV: x = -2 =lim ———=—= -0
X2=2 (x42)2 ot
.2 y —x2
ol ~ —— =-1=y4=-1. 8 :
AH xl_l)l_‘[_l_loo Y x_l)rinoo -z 1 =yy=-1. Achégase como
_ _1-x? _ Ax+5 f{< 0, cando x > —oo
Yy=¥n = (x+2)2 - (x+2)2 ~ x >0,candox » o

Non ten A Ob por ter AH
—2(2x+1) {NUM =0 > x =§

v. Monotonia: y'=
y x+2)3 |DEN=0 = x = —2(triple)

(-0,-2) | (=2,2) | (2,)
sgny’ + - +
y 9] n U

. See , . 11
V. Puntos criticos: Maximo en (—— —)

-----------------------------------------------------------

2’3 1
(=) | 5
B 1 sgny”’ -
) 3 NUM=0 =x=-
vii.  Curvatura:y” = 2(4”?{ = y n
@+2* (DEN >0 enR-{-2}
Punto de inflexién: (l,i)
4’27
x=—2§
—> i
:'_,_‘\ . E -1{'_"-.,__1
— j —~—
i

)

12



