Exercicios de autoavaliacion

1 Resolve o seguinte sistema de ecuacions:

-3x+4y+5z= 23

2X—-y+2z=-3
X+z=-1
Solucioén:
-3 4
Calculamos o determinante da matriz dos coeficientes: | 2 -1 =8
1 0 1

Como é distinto de 0, o sistema ten solucion Unica. Podemos calcular o valor das incognitas
empregando a regra de Cramer:

23 4 5 -3 23 -3 4 23
-3 -1 2 2 -3 2 -1 -
-1 0 1 1 -1 1 1 0 -
X:—:—3, y:—:]_e Z=— =2
8 8 8

Seria méis rapido calcular s6 x coa Regra de Cramer e logo substituir na 32 ecuacion para
calcular z e en calquera das outras para calcular y

2 Resolve o seguinte sistema de ecuacions:

-X+y+3z=2
2Xx-y+2z=-3
X-y+7z=-2
Solucion:
-1 1
Calculamos o determinante da matriz dos coeficientes: |2 -1 =0
3 -1 7

Polo tanto o sistema NON ten solucién Unica, pode ser indeterminado ou incompatible.
Para resolvelo debemos estudar os rangos e aplicar o Teorema de Rouche:

-1 1 3} [|-1#0= (rangodeA)=1

A2 b 2=l 1l 5s 0o (rangodeA) =2
3 -1 7 y 47 — (rangodeA) =
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Como o rango de A é 2 (sabemos que non é 3 pois o determinante € 0), para comprobar se o
rango de M é 3 sé temos que estudar o menor de orde 3 que resulta ao ampliar cos termos
independentes o menor de orde 2 que nos deu o rango de A:

(rangode M) = (rangode A) =2

-1 1 3 2
-1 1 2
M=2 -12 -2|-
2 -1 -2=0= (rangodeM)=2
3 -1 7 -3 3 1

O sistema é indeterminado (0s rangos son iguais e menores co numero de incdognitas),
transformamos en parametros as incognitas que non aparecen no determinante que nos deu o
rango de A (neste caso sO a z) e esquecemos as ecuacions que non aparecen nese determinante
(neste caso a 32) pois non proporcionan ningunha informacion extra (podes comprobar que a 32
ecuacion e igual a suma da 1% mais o dobre da 2%):

-X+y=2-3t
2X-y=-3-2t
z=t

Finalmente despexamos todas as incognitas en funcién dese parametro empregando o método
gue consideremos mais axeitado:

-X+y=2-3

O O 2 & x = —1-5t
2Xx-y=-3-2t

-X+y=2-3t i & a.
Xty 0 ORI  —y =1-8t - y=-1+8t
2X—-y=-3-2

Son solucién do sistema todos os puntos da forma:

x=-1-5t
y = —1+8t}; Hai unha solucién para cada valor de t.
z=t

3 Resolve 0 seguinte sistema de ecuacions:

4x+y=06
2x-3y=-4
2x—-5y=-8

Solucién:

Ao tratarse dun sistema non cadrado (distinto niumero de ecuacions e incognitas) debemos
empezar por estudar a compatibilidade:
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4 1 4 #0= (rangodeA)=1
) & , =-12-2# 0= (rangodeA ) =

Comprobamos o rango de M:

rangode M ) > (rangode A ) =2
AXx+y=6 4 1 6 ( J ) ( J )

4 1 6
2x-3y=-4 M =2 -3 -4|-

2 -3 -4=0= (rangodeM)=2
2x-5y=-8 2 -5 -8 5 _5 -8

O sistema € determinado (0s rangos son iguais e iguais ao numero de incognitas), esquecemos a

3% ecuacidon non necesitamos nin proporciona informacion extra e resolvemos o sistema
empregando o método que consideremos mais axeitado:

4Xx+y=6 i4 a_

y 0 B TTR? L 7y =14 - y=2
2x—-3y=-4

Substituimlo: 4x+2=6 - x=1

4 Estudia a compatibilidade segundo os valores do pardmetro k do sistema:

2x+ky-3z=1
X+2y+z=-2
-kx+y+4z = -3

Solucién:

Empezamos por comprobar para que valores de k o sistema €& de Cramer

(compatible
determinado).

2y -32=1 compatible

X+2y+z=-2 patible | _ [get(a) # 0]
—kx+y+4z =3 determinado

2 k -3

1 2 1|=16-k*-3-6k-2-4k=-k*-10k+11
*«k 1 4

10 +./10° - 4{-1) 11 . K =11
K2 -10k+11=0 = k = J {01 _10:12 _ [k,

2 [(_1) -2 k2 =1
Caso | (k#-11 e k#1): det(A) # 0. O sistema é compatible determinado.

Caso Il (k=-11): Estudamos os rangos da matriz dos coeficientes e da matriz ampliada.

Como det(A) =0, o rango de A ten que ser menor de 3:
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2 -11 -3 |2 =2#0= (rangode A) =1
A=|1 2 11-32 1
1 1 4 ‘1 2]‘=4+11:15¢0:>(rangodeA):2

Como o rango de A é 2, para comprobar se o rango de M é 3 s6 temos que estudar o menor de

orde 3 que resulta ao orlar cos termos independentes o menor de orde 2 que nos deu o rango de
A:

(rango de M) = (rango de A)=2

2 -11 -3 1
M={1 2 1 -2|-42 21
11 1 4 -3 1 2 -2=180#0= (rango de M)=3

11 1 -3
O sistema € incompatible (os rangos son diferentes).

Caso lll (k=1): Volvemos estudar os rangos.

Como det(A) = 0, o rango de A ten que ser menor de 3:

2 1 -3 2=2#0= (rango de A) =1
A= _11i ‘11 - i ;“=4—1=3¢0:>(rangodeA)=2

Comprobamos se o rango de M é 3 orlando coa columna dos termos independentes o menor de
orde 2 que nos deu o rango de A:

rango de M)=(rango de A)=2
1
ol )2 11
3 1 2 -2=0=(rango de M) =2
-1 1 -3

2 -3
1
-1

1
M= 2 1
1 4

O sistema é compatible indeterminado.

5 Estudar a compatibilidade do seguinte sistema en funcién dos pardmetros a e b:

Xx+ay—-az=3
ax—-y+az=2
—ax-y+z=bhb

Solucién: Investigamos cando a matriz dos coeficientes ten determinante distinto de O:

1 a -a
a -1 a|=-1-a°+a’+a’-a’+a=-a’+a’+a-1
-a -1 1
-a*+a’+a-1=0
-1 1 1 -1

-1 0 1 —a3+a2+a—1:(a—1)[(—a2+1):o@{
-1 0 1 0

a-1=0=a=1
1

—a’+1=0=>a==%1
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Caso | (a#l e a#-1): O sistema é compatible determinado (det(A) # 0).

Caso Il (a=1): Estudamos os rangos da matriz dos coeficientes e da matriz ampliada.

1 1 -
A=l1 -1 1
-1 -1 1

E _1]‘ =-1-1=-2#0 = (rango de A) = 2

1 1 -1 3
M={1 -1 1 2

-1 -1 1 b
(rango de M) = (rango de A)=2
1 1 3

1 Z1 o=obogm ~2b-6=0 = b=-3 (rango de M=2)
1 -1 b —2b-6#0 = b#-3 (rango de M=3)

Se b=-3 o sistema é compatible indeterminado e, se b#-3, o sistema é incompatible.
Caso lll (a=-1): Volvemos estudar os rangos.

1 11
A=-1-1-1
1 11

‘_11 :i‘ =—1—1=—2¢0:>(rango de A) =2

1 -1 1 3
M=-1 -1 -1 2

1 -1 1 b
(rangode M) = (rangode A) = 2
1 -1

-2b+6=0 « b=3(rangodeM = 2)

-1 -1 2=-2b+6=
L 11 -2b+6%0 ~ b#3(rangodeM = 3)

Se b=3, os rangos son iguais pero menores co numero de incognitas: o sistema é
compatible indeterminado

Se b#3 é incompatible.

Resumimos:
) Se azl e a#-1 o0 sistema é compatible determinado calquera que sexa o valor de b.
i) Sea=1 e b=-3 o sistema é compatible indeterminado
e se b#-3, o sistema é incompatible.
iif)

Sea=-1 e b=3, o sistema é compatible indeterminado

e se b#3 é incompatible.
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6 Estudar para que valores de k son independentes os vectores (k,1,1), (1,k,1) e (1,1,k)

Solucioén:

Son independentes a Unica combinacion lineal deles que dea o vector (0,0,0) € a que resulta de
multiplicalos todos por 0. Ou, 0 que é o mesmo, se € compatible determinado o sistema:

kx+y+z=0
x(k11) +y(1k1) +2(11k) = (0,00) = x+ky+z=0
Xx+y+kz=0

k 1 1
1 k 1[=k®+1+1-k-k-k=k®-3k+2

11Kk
k®-3k+2=0
10 -3 2
k+2=0=k=-2
2| -2 4 -2 K-k+2=(k+2)0k*-2k+1)=0 ~
1 -2 1 0 ( )Eq ) {k2—2k+1=O:k=1

Os vectores son independentes cando k#-2 e k#1 (fixate que ao ser o sistema homoxéneo non é
necesario estudar a compatibilidade -sempre é compatible-).

7 Discutir e resolver, segundo o valor de a, o sistema:

(1+a)x+y+z=1

x+(1+a)y+z=(1+a)

x+y+(1+a)z=(1+a)’
Solucion:

Comezamos por indagar cando a matriz dos coeficientes ten determinante distinto de O:

1+a 1 1
1 1+a 1 |=(1+3a+3a’+a’)+1+l-1-a-1-a-1-a=a’+3a’
1 1 1+a

a’=0=a=0

a®+3a2=0 = az(a+3):0 -
a+3=0=a=-3

Caso | (a#0 e a#-3): O sistema é compatible determinado (Rango M = Rango A = 3).

A solucién vira dada pola Regra de Cramer:
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1 1 1
l1+a 1+a 1
(1+a)® 1 1+a) _g3-242 -a-2
X= 3 2 .3 2
a” +3a a” +3a a+3
1+a 1 1
1 1+a 1
2
1 (1+a)” 1+a a2 1
y: = =
a® +3a? a®+3a®> a+3
l1+a 1 1
1 1+a 1+a2
L= 1 1 (1+a)° ) a*+4a®+4a® a?+4a+4
a® +3a’ a® +3a’ a+3

Caso Il (a=0): Estudamos os rangos da matriz dos coeficientes e da matriz ampliada.

111
A=111=>
111

O sistema é compatible indeterminado. O grao de indeterminacion é 2, s6 podemos despexar

(rango de A =1)

1111
M=11111|=
1111

unha das incognitas en funcién das outras:

Caso lll (a=-3): Volvemos estudar os rangos.

-2 1
A=l1 -2
1 1
-2 1
M=1 -2
1 1

Se a=-3 o sistema é incompatible.

Xx=1-a-f3

y=d

z=f
L -2 1
1 =4-1=3#0= (rango de A) =2
i 1 -2

de M)z de A)=2

L1 (rango de M) = (rango de A)
1 2.2 11
5 4 1 -2 -2/=9#0= (rango de M=3)

(rango de M=1)

1

1

4
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