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Unidade 9. A Integral

1. Funcion primitiva

Dicimos que F é unha funcién primitiva ou primitiva de f se F “(x) = f(x). Polo tanto,
intentamos reconstruir unha funcién F a partir do cofiecemento da sta derivada f.

2y 2
Por exemplo , como (x?) =X = F(x) = x? € unha funcién primitiva de f(x) = x . Tamen

(senx) = cosx = F(x) = senx é unha primitiva de f(x) = cos x . Observa que agora o
procedemento é mais complexo que a derivacion, pois hai que retroceder usando como guia as
regras da devandita operacion.

Antes de sistematizar o calculo de primitivas debemos facer notar que a primitiva non é Gnica, é
dicir, se sumamos unha constante calquera & primitiva, esta segue sendo primitiva da mesma
funcién:

2
(% + 1) = x; (senx —7) = cosx . Por iso escribiremos sempre F(x) + k, k € 9.

Obviamente, k designa a constante. Esta constante ten distintas interpretacions, e toma diferentes
valores, dependendo do contexto en que apareza a primitiva.

Podemos escribir nunha tdboa aquelas primitivas que se obtefien directamente da taboa de
derivadas:

Funcion Primitiva
xn+1
X" n#-1 ,n#-1
n+1
1 Inx
X
COS X sen x
sen x —C0S X
e* e
1+1tg°x = 12 tg x
cos” X

Observa que a primeira primitiva non € mais que o resultado da regra . Como a derivada baixa o
grao do expofiente nunha unidade, ao ir cara a atras teremos que sumarllo, e como o expofiente
aparece multiplicando ao derivar, habera que dividir ao retroceder:

!

3 2 1 1

! X = 2 _ - . x

(x3):3x2:}x2:(?);(x3):§x3:}x3: —5
3
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A formula serve tamén para expofientes negativos e fraccionarios, salvo para o caso n = -1.

Decatate de que se n=-1 ,afuncion é f(x) =% que procede de derivar F(X) = In X, Se intentas

x0

aplicar a férmula neste caso quedariache como primitiva o guenon é vélida.

2. Integral indefinida. Integrais inmediatas

A partir da idea de funcién primitiva podemos definir a operacion integracién como inversa da
derivacion, no sentido da composicién de funciéns pois, 0 que unha fai, a outra desfaino:

D

X2

——

2 -~ —

|

Non obstante, a situacion non é tal e como aparece no grafico porque, como vimos, a primitiva
non € Unica. Por iso non volvemos exactamente a funcion de partida, senén a unha familia de
funciéns que difiren nun valor constante.

Ainda que no gréafico representamos a integral indefinida coa sUa inicial I, non se fai asi na
practica. Por razéns que veremos mais adiante, Usase o simbolo [, que representa unha S
alongada. Escribiremos a relacion entre a funcion e a sta primitiva como [f=F+k ou [ f(x)dx =
F(x) + k.

O termo dx (que se le diferencial de x) indica unicamente cal é a variable respecto da que
Integramos, Recordamosche que procede da notacion notacion de Leibnitz para a derivada:

df
f'(x)= E . N6s usaremos a segunda notacién, mais antiga , pero que ten vantaxes & hora de
enfrontarse a integrais complicadas. Todo o que aparece baixo o simbolo, salvo o diferencial,
denominase integrando. Loxicamente, non podemos quitar ese simbolo ata que non deamos a
primitiva do integrando. Repetimos a anterior tAboa de primitivas usando a notacion para as
integrais. Agora chamase taboa de integrais inmediatas. Hai que aprendela
de memoria:

X

Integrales inmediatas

n+1

J'x"dx= X +k.n#-1
n+1

j%dx:ji—x:mwrk
J'cos xdx = senx +k

J'senxdx = —CoS X +k

J‘e"dx =e" +k

1 d
I(1 +1g°x ) dx =-[cosz xdx =Jcos§ _= tgx +k
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Exemplos

Calcula as seguintes integrais:

2+1

94 X X
P _[xdx-2+1+k-3+k

9 _X9+1 _ﬂ
2 jxdx—9+1+k—10+k

ax _ (s _ X Xt e 1
3.jx5—_[x dx—_5+1+k—_4+k— 4x“+k

24
4, j(/x_zdx=.[x%dx=§7—+k=Zx%+k=%(/x_9+k

2 9
7+1
14
dx 6 6.2 6
5.]6 jxﬁarx__lJr1 k_gs +k= \/ +k
6
6. fdx=x+k

Un procedemento Util para saber que a integral esta correctamente resolta consiste en derivar a
primitiva. Se se obtén a funciéon que aparece no integrando, fixémolo ben e, se non ¢é asi,
equivocamonos. Se te fixas no exemplo 6, 0 mais doado de todos, (x) =1 e 1 € o integrando, pois
1 - dx =dx.

Para calcular integrais mais complicadas, necesitamos cofiecer algunhas propiedades da
integral. Estas denominanse propiedades de linealidade e son as seguintes:

[(f+9g)=[f+ [g=Aintegral dunha suma é igual & suma das integrais.

[(Af)=A[f = Aintegral do produto dunha constante por unha funcién é igual & constante pola
integral da funcién.
Estas propiedades adoitan abreviarse escribindo [ (A1 f +u g) =1 [ f+ uf g. E dicir, sacamos as
constantes multiplicativas e integramos as funciéns.

Exemplos

Calcula as seguintes integrais:

7. _[(xz +X)ax = szdx +_fxdx =X—J+)f2—£+k

4
8. [5xdx=5[x"dx= 5"7+k = 5; +k

9. fg—§=%ji—x=%lnx+k

-2
10. jx—ﬁdx=7jx'3dx=7x_—2+k ——2%+k
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1

¥ o 1l
11.|- dx = 11jx3dx-ﬁ 121\/_+k

1

oo|_,|>f,,|_,

12. J'(Be" +%)dx = Iﬁe”dx+j%dx = GIe*dx+ TJ‘CZ(—X =6e*+7Inx+k

13. _|-(x7 +1)dx =jx’dx+_[dx =%+x+k

Podemos calcular as integrais directamente sen ter que escribir detalladamente a propiedade

3 6
14, [(3x - 7x* +9)dx = 37X Loy k=X _TX Loy 1k

6 3 2 3
x_ 0. 2 Yo oox Dy 2
15. .[(89 3X+x“ de 8e 3Inx 3x3+k
2 2 11 .
16. j(—2x +11x—5)dx- 3x 5 X —5x+k

3. Integrais case -inmediatas. Método de substitucion

Falase de integrais case-inmediatas cando a funcién que debemos integrar pode converterse
de forma sinxela nunha integral inmediata. Podemos distinguir dous tipos:

e Un primeiro tipo no que efectuando as operacions indicadas (sumas, restas, produtos,
divisions...) pasamos a ter integrais inmediatas.

e Un segundo tipo no que habitualmente se recofiece a derivacion seguindo a regra da cadea,
€ dicir, aparece unha funcion e a sua derivada, salvo constantes que multiplican.

Vexamolo con alguins exemplos:
Exemplos
Calcula as seguintes integrais:
X X x® A 10x°

2 _ 3 - 5_Byt 16x° —1052 A A __1 X=X s X 9
17. [(3¢2 =5¢)(x*+2x) dx = [(3¢°-5x* +6x° ~10¢* ) dx = 3555+ 03 e

_ 3 -1
18. sz 5¢ +1 I[Zx —5+l]dx 2——5x+x—+k—zi—5x—1+k
X 3 -1 3 X

s}.-' 3{;
4x* +3x -1 y 317 v X2 3x1 Txt 4x
19. I—dx=_[ 22 +2xT- LR =2 - = J_+x/_ VX +k.
2 5/ 23/ 21/
/2 /2 2
Observa que hai que escribir os radicais como potencias fraccionarias e as x do denominador como
potencias negativas.
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20. _[e”dx = (e” ) =7e™ = Féltalle multiplicar por 7 para ser inmediata. Para non cambiar
: T - Tx _ 1 Tx _ 1 Tx
o valor da integral,se multiplicamos por 7 temos que dividir por 7: Ie dx = ?.[79 dx = 78 +k.

21. [SCOS 4xdx = (sendx)'=4cos4x = falta multiplicar por 4. Como antes, se multiplicamos

por un nimero teremos que dividir por ese mesmo ndmero:

_[5cos4xdx = ;J'4cos4xdx = %sen4x +k.

7x 2x
22. J 2 dX=>( ( )) =1 7 = falta multiplicar por 2. Temos que dividir tamén por 2:

x*+1 +X
[ 27x x—7 2 Zln(x2+1)+k.
X*+1 27 x° +1 2

Fixate que debemos de ter certa idea sobre a posible primitiva. Tamén observa que conforme se
complica o integrando, o acharmos a sla primitiva, ainda que sexa axustando as constantes
multiplicativas, volvese mais dificil.

4

23. '|.3x(x2 —7)5dx = ((x2 —7)6) = 12x(x2 _7)5 —s Hai que multiplicar e dividir por 12:

5 3 5 1 6
.|.3x(x2—7) dx=E_|‘12x(x2—7) dx=z(x2—7) +K.

4. [tgzxdx = este é un exemplo de idea feliz: recorda que Asi, para que fose

inmediata teria que aparecer un 1 sumando no integrando. Pois sumamoslio e, para
non cambiar o valor, restamosllo:

j'tgzxdx = I(1+tgzx—1)dx = _[(1 +1g°x ) dx —.[dx =tgx — X +k.

Existe unha técnica para resolver o segundo tipo de integrais, chamada método de substitucion
ou de cambio de variable. Consiste en cambiarlle 0 nome & funcién da que aparece a sta
derivada, de modo que tras este cambio quede unha integral inmediata. Ao cambiarlle 0 nome a
variable, hai que cambiar tamén o diferencial.

!

_ du o . du
Recordando a notacion de Leibnitzz Y = -~ >du=udx= dx= o

f -u
dx - &

r

Simbolicamente podemos escribir que o cambio de variable consiste en que:

Ao facelo, debe desaparecer a variable x, quedando unha integral en u, que se integra tal e como
fixemos coas de x. Ao final, desfaise o cambio, volvendo & variable orixinal.
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Exemplos

Calcula as seguintes integrais:

25. I8x~3/1-x2dx. Observamos que (1-x*)= -2 x « x polo que o cambio axeitado seré
u =1 -x2. Intentemos resolver a integral mediante este cambio:

u=1-x*=u'=-2x 2

[Bxdt-xiax={  a = [8x- . =4 Wi = —4T+k——3$}(1 x*) +k.

—2x 3

O simbolo « Usase para indicar a proporcionalidade. Fixate en que ao facer o cambio, en u sé vai
a funcién, non o expofiente, que xa poremos despois.

Ju=3x3+2:u'=9x’]
d

26. [6x*(3x" +2)" dx. Como: (31 +2) =9x" o x =5 u =3¢ 42 [ 61 (36 +2) o = oo -
o
d 2 2W 2(3x3+2}3
= [0 47— = = [ iy = 4k =——— 4k
9 3 9 9
Inx=u'=—
Inx 1 Inx X ¢ (Inx)’
.| —dx.Como: (Inx)'=— I X = du = | udu = kK=——+K.
27[:( . Como: (Inx) Ml nx=>[x dx=1—u=xdu [ —X0u = [ b= tk="m
X
’ u=6312—5iut=6xe3xz—5

I

28. [7xe™ “dx. Como: (e"’“"' ) =Bre™ F o xe™ F s u=e""" = [Te™ Pk = g du
o v X = T =
6xe™ > b

=Ide—u=Zjdu = Zu+k =ze3” +k.
6 6

u:1+3x:>u':3"

4 4
.| ——dx.Como: (1+3x)' =3xck=u=1+3= | —dx = =
2 -[1+3x (Te3r)=deck= :b[ 1+ 3x dx=d?u J :

= Linuek=2in(143x) k.
3 3

Este exercicio poderiamolo facer axustando constantes como os primeiros.
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-5x

30.
-[4+7x2dx
, U=4+7x* =u'=14x|
(4+7x2) =17X o X = U = 4+ Tx° _>|idx:.:] i l.:["_‘r”(d_u:_i'd_uz
4 +7x° ‘dx:m ‘ Jou 14x 147y

=3 nusk = —-S—In(‘4+7x2)+k
14 14

As veces hai que operar no integrando, ainda despois de facer o cambio.

3. I3+2Inx
5xInx
1
=hx=u'=—
(Inx)':l:u=lnx:>J‘3+2|nxdx= _[3+2u _f—d +=— _[ glnu+2u+k:
x
:gln(lnx)+£lnx+k.
5 5

Neste punto deixamos o calculo de integrais. Existen outros métodos (integracion por partes,
integracion de funciéns racionais...) que permiten integrar outra serie de funcions, pero que non
tefien cabida neste curso. Hai que resaltar que, a pesar da existencia de mais métodos, non
podemos integrar todas as funcions, ainda que sempre podemos calcular a derivada (se son
derivables).

4. A area e a integral definida. Teorema
fundamental do calculo

Historicamente, a integral xorde como ferramenta para o célculo de areas de figuras planas e é
anterior a derivacion. Afortunadamente, existe unha relacién entre a derivacion e a integracion,
gue xa usamos, e que nos permite integrar, e polo tanto calcular areas, de forma sinxela. Imos
explicalo sucintamente:

b s . :
Chamamaos fa f(x)dx a area encerrada pola funcion f, o eixe OX, e as rectas x=a , x=b (zona
coloreada)

Os puntos a, b que aparecen na integral son 0os seus extremos ou limites de integracion e indican
dende e ata onde queremos calcular a area. Por comodidade, supofiemos f positiva no intervalo
[a,b]. Mais adiante veremos qué hai que facer cando non sexa asi.

Area

v
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Para calcular a area da figura, poderiamos descomporiela en rectangulos
e sumar a area de todos eles. Os rectdngulos poden ser:
e de menor altura que a funcién, co que obteriamos unha &rea por defecto;
e de maior altura que a funcién, co que obteriamos unha &rea por exceso

Como con toda aproximacion, podemos intentar mellorala. Para iso facemos cada vez mais
pequena a base e observamos qué lles acontece as areas por defecto e por exceso.

A area por defecto aumenta A &rea por exceso diminte

4

/]

VA S SIS SA LSS

07
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D
7

Ay

Se a area por defecto aumenta e diminle a area por exceso, e, parece claro que a area existe, teran
gue coincidir.Neste momento teremos calculada a area da figura, definida tamén como fa fx)dx

Este procedemento que describimos tan brevemente en realidade é bastante complicado:temos
gue sumar unha grande cantidade de areas (a de cada rectangulo), pois hai que dividir e dividir
cada vez mais as bases para que ambas as duas areas (por defecto e por exceso) converxan, é
dicir, que coincidan. Tratase dun proceso tedioso mesmo para funciéons moi sinxelas, polo que hai
gue atopar unha alternativa & descomposicion en rectangulos.

<= A(x+h)-A(x)

T4

Para iso intentemos descubrir o valor da derivada da area A(X) = fb f(t)dt - Observa que ao ser
a

A funcién de x temos que escribir outra variable na integral
Do gréfico anterior vemos que f(x +h)-h < A(x+h)—Ax) <f(x)-h=

A(x+h)—A(x)
h

A(x+h)—A(x)
h

> fx+h) < S F(x) = @imyof (x +h) < lim,,_, = limpoof (x) =

= f) = A'(0) < f) = A'(0)=f(x)
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A area encerrada pola funcion é a sua primitiva, logo calcular areas é calcular primitivas.
Algunhas apreciacions:

e A funcién debuxada é decrecente en [X, x + h], pero o feito de que fose crecente no devandito
intervalo non cambia o resultado.

e Para poder tomar o limite, e obter o resultado obtido, a funcion f debe de ser continua e a
funcién A derivable.

Grazas ao resultado anterior, cofiecido como o Teorema fundamental do célculo, podemos
escribir que [ f(6)dt = F(x) + k
Evidentemente, non podemos deixar a area en funcion dunha constante arbitraria k. Fainos
falta outro resultado, cofiecido como Regra de Barrow e que veremos no seguinte apartado.

5. Integral definida: regra de Barrow

No apartado anterior vimos que a integral nos proporciona un método para o célculo de areas.
Porén, dito calculo quedaba en funcion dunha constante arbitraria k, algo improcedente.
Afortunada, e loxicamente, existe un resultado que elimina esa constante e permite calcular
areas cos datos do problema. Este resultado chamase Regra de Barrow, e non é dificil de
xustificar:

f;f(t)dt =F(x)+ k = faa f(t)dt = F(a) + k = 0 pois a area encerrada pola funcion nun punto(de
anchura cero) sera cero. Logo k = —F(a) = se fax f(t)dt = F(x) — F(a) enton

ff f(x)dx = F(b) — F(a) = F(x)|*=b ( Regla de Barrow)

O segundo igual non é mais que outra forma de escribir a regra usando a barra das
particularizaciéns.

Hai que facer unha observacién moi importante. Intentaremos calcular a area encerrada pola
funcion f(x) = x3, o eixe OX e as rectas x =—1, x =1. Se aplicamos os resultados anteriores tal cal
teriamos que:

1
— =012 .
4 0U” pero unha area non pode ser nula!

Atopamos a explicacion ao representar graficamente f(x)=x°no intervalo [-1,1] a
funcién ten unha parte negativa, coa sua area, e outra positiva, tamen, coa sla
coorrespondente area. D& a casualidade (nada casual, pois non o poriamos como exemplo)
de que ambas as ddas son iguais, pero tefien signos distintos, ao estar unha na parte negativa e
outra na positiva do eixe QY. Polo tanto, a integral por si soa non é capaz de calcular
correctamente a area, de ai que se distinga entre integral definida, que pode tomar calquera
valor (positivo, negativo ou nulo), e a area, que s pode ser positiva.
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No seguinte apartado veremos como se calculan as areas.Por iso, se escribimos fb F(x)dx
a

Entende

mos que se trata dunha integral definida, polo que usaremos directamente a Regra de

Barrow e non nos preocuparemos polo signo do resultado.
Se resolvemos a integral mediante o método de substitucién temos duas posibles formas de
aplicar a Regra de Barrow:

1. - Usamola despois de desfacer o cambio.

2. - Cambiamos os limites de integracion, escribindo u; =u(a), U2 =u(b), Co que teriamos que

J? FGdx = |F (up) — F(u)|

Exemplos

Calcula as seguintes integrais:

32.

3.

35.

36.

37.

1 3 2
(4x2 -5x +1)dx = &—5L+X
3 2

(6x° —9x* +2)dx=x* ~3x* +2x| =0-2=-2.

U 2.,’

3 =3Inx[ =3ne-3In1=3-0=3
R
1
2 5 R /
[(x‘—5x2+4)dx X——SL+4X . —Elzg
A 5 3 , 15 15) 15
5 4 2 (
[( —25x) =X 25¢[ 625 (_ezs]zo_
5 4 2 Ls 4 )

6
Acha a primitiva de f(x) = —— — 6x que enx =-3 vale 7.

x+4

Solucion: Hai que calcular a integral indefinida e substituir a condicién para descubrir 0

valor da constante k.

I( xi,{"s")d" =6In(x+4)-3x* +k =F(-3)=6In1-27+k =7 = k = 34.

A primitiva buscada é F(x) =6In(x +4)-3 x2 +34.

10



KA XUNTA DE GALICIA Plajaforma.educaiva
¢ CONSELLERIADE EDUCACION ja frmation a distancia

E ORDENACION UNIVERSI TARIA PG S50
[E R o S Ay wwwigssanclemente net

38. Atopa a primitiva de f(x) =vx+5 quevale 3 en x=-1.

Solucion:
U=X+5=u'=1 " u/gn 2 3 .
Vx+5dx = = |u2du = +k==u"2 +k==(x+5)"2
-[ dX—d—u—dU IU u 12+1 3U ( )
u'

F(-1) =§4% +k =3=>§-8+k=3=>k =-§=> F(x)=§(x+5)% =

39. Calcula f—\/ji 6x(x% — 1)*dx

Solucién: Imos facela polos dous métodos que mencionamos:

3
u=x-1=u'=2x 2 o |F[-V2)=2
3(x* -1
A [ox(x-1) o= o }zjsx'“"g_:=¥= (xs = | )9(?
-2X F(\/g)=?

=j!i6x(x2 1) dx = F(V3)-F(-2) =%-g=2

u=x —1=>u'=2x=>dx=d—u
2X

u )=(—\/2_)2—1=1 j6x u' J‘3u‘du=>F(u)-¥=>

(2
u(\/§)=(\/§)2-1=2

4
b) _[ 6x(x’-—1)‘ dx =
5

2
i { 3utdu = F(2)-F(1) =%.

Fixate que se cambiamos os limites, escribimolo no cambio.

10 4
40. Acha f7 de

Solucioén:
10

—sdx 4In(x- 5)| =4In5-4In2 =4 (In5-In2) = 4In%.

11

F(1) =

F(2)=

°‘|8 | w
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6 senx

41. Acha fr
. ACha 7'[/2

1—cos x

Solucién: Usamos o método de substitucion

f , du |
u=1-cosx=u'=senx = dx=——
{ senx |

2 ' _ | 2 2 B
[ oy =u 2 )=t-cosZ=t-0=1 = [N I T2 ginp_gin1=gin2.
1-cosx ' 2 2 |y u o semx U i

LA

‘ |u, = u(w) =1 —cosz =1—(1) =2
|

Este exercicio tamén pode resolverse sen necesidade de cambiar os limites. O Unico que hai que
facer é cambiar 6 Inu por 6In (1 -- cosX) e aplicar a Regra de Barrow.

6. Calculo de areas

Como vimos no apartado anterior, non abonda a integral definida para o calculo da area
encerrada por unha funcién, o eixe OX e as rectas x = a e x = b. Podemos pensar que, ao igual que
acontece para descubrir a distancia entre dous puntos da recta real, podemos usar o valor
absoluto. Non obstante, non podemos usalo directamente sen facer ningunha outra modificacion.
Pensemos na situacion do gréfico:

. . b
Se calculamos a area directamente como |fa f(x)dx|,

as partes positivas (de x;ax, edexsab)

a restarémoslles as negativas ( de a a x; e de X, a X3 ),
X4 X2 X3 b  polo que non obteremos a area. O que debemos facer

é calcular a area de cada anaco e sumalas. Agora si

gue usamos o valor absoluto, para despreocuparnos

de se 0 anaco esta na parte positiva ou negativa do

eixe OY:

Area = |f51f(x)dx| +

f;lz f(x)dx| + fxx; f(x)dx|+|fxb3 f(x)dx|

Que son X;, X, € X3? Se observas o grafico, decataraste de que son os puntos de corte da funcién
co eixe OX, isto €, 0s puntos nos que a funcién cambia de signo. Para que eses puntos inflian no
calculo deben pertencer ao intervalo de integracion. Se non € asi, non hai que partir o intervalo de
integracién. Por certo, podemos partir o intervalo de integracion en tantas partes como queiramos
porque, se recordas, a integral € unha suma.

Tamén has de darte conta de que, a pesar do complicado que poida parecer, s6 calculamos
unha primitiva, pois en todos os integrandos esta a mesma funcion, que avaliamos en 5 puntos no
caso do grafico. S6 hai que efectuar as operacibns con orde para simplificarmos
considerablemente o traballo.

12
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Exemplos

42. Acha a area encerrada pola curvay = X2 +x --6, 0 eixe OX e as rectas x =— 4 e x =1.

Solucién: En primeiro lugar achamos os puntos de corte da funcién co eixe OX resolvendo a
ecuacion

f(x) =0 = x* + x— 6=0 = x=-3, 2 e 4 vista das soluciéns, descompofiemos o intervalo de
integracion

[- 4, 1] en tantos anacos como ceros tefia a funcion no seu interior: [-4, 1] - [- 4, - 3] U] -3,
1], co que o area sera:

[(¥ +X‘6)dx‘=|F(—3)-F(—4)|+|F(1)—F(—3)|.

-3

Area = -

3
_[(x2+x—6)dx
=

Achamos a primitiva, avaliamola e facemos os calculos:

32
Fl-4)="2
(—4) 3
3 2
Fx) =2+ X _px= F(-3)= 27 2—7-2 -ﬂ-— u2 B
3 2 2
31
Fll)=-2"
(1) 5

3

43. Acha a area encerrada pola funcion y= x> , 0 eixe OX e as rectas X =—2 e X =2.

Solucioén:

19 f(x)=0=>x’=0=>x=0
29) [-2,2] > [-2,0]U[0,2]

0 2
39 A=|[ x| +|[ x| = [F(0)-F(-2)+ |F(2) - F(0)
-2 0
. |F-2=4
4°) F(x):%::» F0)=0 = A=|0-4|+[4-0|=4+4=80"
F(2)=4
44. Acha a area encerrada pory = x:% , 0 eixe OX e asrectas x =1 e x =-6.
Solucion: -
19) f(x) # 0 pues 3# 0= A= |[——dx
X+ T
2°) F(x)=3In(x+7) = {F“) o }=> A=|F(1)~F(-6)|=3In8 u”.
F(—6)=3In1=0

13
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45, Calcula a area do recinto limitado pola grafica da funciény = — x2 +5 x -6 e 0 eixe das x.

Solucién: ao pedirnos a area se darnos limites, estes son 0s puntos de corte da funcién co eixe
OX.

19f(x)=0= -x2+5x-6=0=>x=2yx=3.

3
2 A= [(—x2+5x—6)dx‘
2
9)
3 2 F(3)=-— ‘
3°) F(x)_—x—+5L—6x:>J 2 -=>A:|F(3)—F(2)|: P14 :1u2_
2 14 2 3| 6
F(2)=-—
3
: six<—y
x‘ 2
46. Acha a area limitada pola ~ f(X)= —X2+3X,Si"123XS3 funcion o eixe OX e as rectas x =0 e
x =3. |x+3|,si x>3

Solucién: ao ser unha funcién definida a anacos, debemos integrar a funcién ou funcions que

estean no intervalo de integracion. Neste caso, dito intervalo é [0,3], co cal f (x) = - X2 +3 X. Agora
seguimos o procedemento habitual:

9

3 2
f(x)=0=-x+3x=0=x=0,3= A= x2+3x)dx=>F(x)=-x—+3i=a|F(3) = A=[F(3)- F(U]|—
3 2 ‘F(O} 0

47. Unha fabrica bota diariamente material contaminante a unha balsa segundo un ritmo dado

pola funcion m(t) = 0,01t3-0,2t2 + t +1, sendo m(t) a cantidade de material en kg e t a hora do
dia. Canto material bota cada dia?

Solucion: esta claro que para calcular a cantidade de material, deberiamos calcular o valor de m
para todo valor det entre O e 24 h, e despois sumar todos eses valores. Recordemos que a suma
dunha gran cantidade de valores faise a través da integral. Polo tanto,

]
C= _!mt)dt j(oou3 0.2 +t+1)dt = F(t) = - FO)=

! 4 3 2
= C =|F(24) - F(0)| = 219,84 kg.

0,01t* 02 ¢ {F(24)=219,84}
- +H=

14
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Como podemos calcular a area encerrada por ddas funciéns? Observa os graficos:

x
Il
QD

A\\\\

Se as duas funcions se cortan en mais dun punto, determinan unha ou varias rexiéns que tefien
unha area, sen necesidade de rectas verticais que a delimiten. Se non se cortan, necesitaremos
de rectas verticais para poder descubrir a area encerrada polas duas funciéns.

En calquera caso, parece claro que a area encerrada por f e g pode calcularse descubrindo
primeiro a de f e despois restandolle a de g. Tendo en conta as propiedades de linealidade da
integral, podemos calcular a integral da diferenza de f e g, 0 que nos dar4 o mesmo resultado. Por
iso, Usase unha funcién auxiliar definida como h(x) = f(x) —g(x), co que pasariamos a calcular a
area encerrada por unha funcion h(x) e o eixe OX, pois naqueles puntos nos que f(x) =g(x) teriamos
gue h(x) =0, que son os puntos de corte de h co eixe OX. Deste modo, ao usar h, non temos mais
gue seguir 0s pasos xa vistos. Evidentemente, a nosa funcion auxiliar h pode definirse tamén como
h(x) = g(x) —f(x). Usase unha ou outra forma segundo cal sexa a mais comoda.

Exemplos

48. Acha a area encerrada polas funcions y = x3 -4 x2+4xey=-3x2+6 x.

Solucion:
Como no calculo da area usamos un valor absoluto, é indiferente a qué chamemos f e a qué g. Por

exemplo, se f(x) = X° =4 X2 +4 x e g(x) = - 3 X +6 X, entdn h(x) = f(x) —g(x) = x® —x? -2 x. Polo
tanto:

h(x)=0=x(x*-x-2)=0=>x=-1,02.= A=

6
F(-1)=—-—

Fx) ==X = {FO=0 1= A=[FO)-F(-1]+[F2)-F0] = 2

Fo=-2

49. Acha a area encerrada polas funciéns y = x*e y = — x* +4 x.

Solucion:
Facendo f(x) = X%, g(x) = = x*+4 x = h(x) = f(x) —g(x) =2 x 2_4 X:

15
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50. Calcula a area determinada pola curva y =4 x® e a recta y =x.

Solucién:
1 ./'é 2
h(x) = 4x® - x =>h(x)=0=>x(4x2-1)=0=>x=0,i5=>A _[h(x)dx+ Ih(x)r.b: = F(x)=x* -7=>
_/2
_1]__i
2] 16
1 1 11 1,
= {F(0)=0 +=>A=‘F(0)—F{——]+ F{—]—F(O)‘=—+—=—u
2 2 16 16 8
o1
2]' 16

51. Acha a area do recinto limitado polas graficas das funcions y =4 —x*, y =x +2.

Solucion:
1
fx) =x+2,g(x)=4-x* = h(X)=x*+x-2=h(x) =0=x=-21= A= Ih(x)dx‘:
2
7
3 2 F()=-=
= F) =X+ X s = A=[F(1)- F(—2)|_‘ 110127 9
3 10 6 3| 6 2
F(-2)=—
52. Acha a area comprendida entre arectay =x e a curva y = x° --3 x.
Solucion:
0 2
f(x)=x*=3x;g9(x) =x = h(x)= x* —4x =>h(x)=0=>x(x2—4)=0=>x =-2,0,2= A= Jh(x)dx + Jh(x}dx =
-2 0
. F(-2)=-4
=F(x)= X4——2x2 ={F0)=0 = A= |F{0) —F(—2)|+|F(2} —F({]]| =4+4 =8¢
F(2)= -4

53. Acha a area da rexién comprendida entre as curvas determinadas por f(x) =4 - x2, g(x) =3 x 2.

Solucién:

h(x)=g(x)-f(x)=4x’ -4 = h(x) =0=> x=t1=A= jh(x)dx =

4x° A =% 16
=>F(x)=T—4x=> g =>A=|F(1)—F(—1)|=?u2
F(1)= 3

16
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54. Calcula a area limitada polas gréficas das funcions f(x) = x* - 9, g(x) = x* - x- 9 e as rectas
X=-2,X=6.

Solucién:

h(x) = f(x) — g(X) = x — 3 = x=3 = Hai que dividir o intervalo [-2,6] en 2 anacos [-2,3]U[3,6],

F(-2)=8
. . 3 6 2
co que a area queda: A=J’(x—3)dx+j'|x—3|dx=>F(x)=x7—3X=> F(3)=—% =
-2 3
F(6)=0

= A=|F(3)-F(-2)|+|F(6)-F(3)|= "%‘8 ¥

o -2|=2+2-170
2| 22
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