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XUNTA DE GALICIA Plataforma educativa

Unidade 6. Derivadas.Tecnicas de
derivacion

1. Derivada dunha funcidn. Funcion derivada

Vimos en 1° que a derivada dunha funcién nun punto non era mais que a taxa de

flat+h)—f(a)
h

variacion instantanea no devandito punto f(a) = limh_)o

A interpretacién xeométrica desta definicion de derivada conducianos a relacionala coa
pendente da recta tanxente a curva, resultando sery —yo=f (Xo)-(X — Xo) a ecuacion da
devandita recta tanxente a funcion f no punto (o, Yo) -
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A interpretacién fisica da derivada condicenos ao concepto de velocidade

. As dy
instantanea, definida como v = hmAt—>0 A relacionada coa notacion Ix na que
X

se expresa a variacion nafunciony (diferencial de y ou dy) inducida pola variacién na variable x
(diferencial de x ou dx).

Para calcular unha derivada seguindo a definicion recorriamos & Regra dos 4 pasos,
consistente en desagregar a definicién e efectuar os calculos pouco a pouco:

1° paso: calculo das imaxes f(a + h) e f(a)
2° paso: calculo da diferenza . Se se pode, sacase factor comun h.

3° paso: calculo do cociente f(a + h) — f(a) . Se se pode, simplificase h.

4° paso: célculo do limite in’{}} que xa é a derivada.
%

fla+h)—f(a)
h



W% XUNTA DE GALICIA FI }If irma,educativ:
:i: COMSELLERIA DE EDUCACION rmacion a dis t'” ia

E ORDEMACION UNIVERSI TARIA FOMDO BCOCIAL WA T2 amente ne
B lEmae e ey wiww.iessanclemente.net

2x—1
Recordemos o procedemento cun exemplo: Dada f(x) = 3x+4 calcula f' (-1) usando a
definicion.
Primeiro escribimos a definicién para este caso:

~2(-1+h)-1 9p_3 ~ _2(—1)—1__
1" paso: f(-1+h)= 3(—T+h)+4 =371 f( 1)—m- 3.

2 paso: f(-1+h)-f(-1)= %77 ? (“3):2h_§h++91h+3:3:,121'

, 11h
3 paso: f(-1+h)-f(-1) _ /3h+1__11
h h 3h+1

- im [(Z1+H) (1) 11 ,
0 2 | -
4° paso: m b Lino3h 1 =1"=f'(-1)=11.

Na Unidade 8 do libro de 1° atoparas mais exemplos do uso da Regra dos catro
pasos, e xa postos , na devandita unidade repasa o concepto de T. V.M. , asi como as
definicions de derivada dunha funcién nun punto e funcién derivada no caso de que non
te aclares bastante coas que damos nesta unidad.

Non esta demais que lembres o concepto de tanxente dun angulo, e que a pendente
dunha recta é a tanxente do angulo formado pola recta e o semieixe OX a dereita do
punto de corte do devandito eixe e a recta

Dado o tedioso do célculo da derivada punto a punto, recérrese a definir unha funcién
derivada que nos permite calcular a derivada de calquera funcién en calguera punto. Para
iso definiamos a derivada dunha funciéon un punto xenérico x como:

fx+h)—f(x)

f(x) = 1imh—>0 B a partir desta definicién obtefiense as derivadas das
funciéns elementais e a alxebra de derivadas.

2. Derivada de funcions coniecidas

Como dixemos ao introducir a derivada en 1°, hai que intentar entender a definicion,
sabela manexar para funciéns sinxelas, e, para usar a derivada, debemos aprender as
derivadas das funcibns matematicas mais habituais, asi como as regras que nos
permitan derivar funcidbns mais complexas, obtidas como certa combinacion das
elementais.

A esta tarefa dedicase este apartado onde se expon a informacion necesaria en forma
de tdboas. Na primeira tdboa aparecen as derivadas das funcions usuais e das
trigonométricas, que non adoitan ser moi usadas nas ciencias sociais, ainda que xa son
cofiecidas de 1° Na segunda, estdn as regras (alxebra de derivadas) que nos
permiten derivar sumas, restas, produtos, cocientes e composicions de funcions. Dada
a importancia e a maior dificultade que presenta a regra da cadea (derivada da
composicion de funcions), desenvolvémola para os casos mais habituais. Estas tdboas
non son para miralas continuamente, senén para mecanizalas, tal e como o alumno xa
fixo con outras tAboas mais elementais.
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Taboa de derivadas das funcions usuais
Funcién Derivada
k (constante) 0
X" 'neR n-x "
= -1
x =
1
Vx 2%
e e
1
In x x
CoS X - sen x
1+tx?= 1/cos?x
tx x
arcsen x !
V1—x2
-1
arccos X
1—x2
1
arctx x 1+ x2
Alxebra de derivadas
(F+g) =f(x)tg'(x)
(F-9)'(x)=F{(x)-g(x)+(x)-g'(x)
(k-f)' (x)=k-f(x),k constante
() f'(x)-g(x)=f(x)-q'(x
\9) [9(x)]
K\ k-f(x) R
(?) (x)=— = ke,
[f(x)]
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A Ultima formula, cofiecida como regra da cadea, pode analizarse un pouco para
algunhas funcions, obtendo a seguinte taboa:

Funcion Derivada
(F(x))" n-(f(x))""-f(x), neR
of(x) fi(x)-e
In(f(x)) ’;&J
sen(f(x)) f'(x)-cosf(x)
cos(f(x)) —f(x)-sen(f(x))

f! : 2

t9(7(x)) o gy =1 01417 (100)

Exemplos

13. Averigua la derivada de @) y =7x* —6x*>+5x-3; b) y=x’¢"; c) y='"7x.
Solucién:
a) y'=7-3x-6-2x+5=21x* —12x+5;
b) y'=(x*)'e"+x*(e*)'=3x%" +x’¢" =(3+x)x%e";
L
() x=(m)(x)' ¥ iy
c) y'= = == 2
14.Deriva: = (352 7Y 5 by v =ll2x=5:2)" » _lesenx
erva: a) y=(3x*-5x2+7) ; b) y=1(2x-5x*) ; ¢) f(x) —
Solucion:
a) y'=8(3x" ~5x2 +7) (15x* ~10x) = 8(15x* ~10)(3¢° ~5x* +7) ;
3 4(2-15x* 4(2-15x
) y =(2x-5¢) 7 = = (2x-5¢) 7 (2-15¢°) = (2-15¢) _ 4210)
7 1\% 1)}
7(2x-5x°) T{/(2x—5x )
0 y'= (1+senx)'(1-senx)—(1+senx )(1-senx)'  cosx(1-senx)+cos x(1+senx) _, __ 2005X
(1-senx)’ (1-senx)’ (1-senx)’
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15. Deriva: a) f(x):(:sx2—7)2 ; b) y=%; c) y—e;Z

Solucion:

a) f'(x)=2(3x*-7)-6x =12x(3x*-7) ;

(2x=3)(x+5)~ (X2_3X) _ X +10x-15
(x+5) (x+5)’

b) y'=

Antes de usar as regras da derivacion e como o numerador € un polinomio de grao
maior que o denominador , podiamos usar a divisién de polinomios e, recordando que

D(x) c(x) + T(x) , escribir a funcién como:
d(x )
2
-4
y:x_8+ 40 =>y'=1_ 40 2=(X+5) . 0 X +10X 15
X+95 (x+5) (x+5) (x+5)

Recordoche que isto o fixemos en 1° ao tratar a funcion de proporcionalidade inversa.
Esta técnica mais que axudarnos ao derivar, pode servirnos para orientarnos cando

teflamos que representar funciéns.
2 = 2 = 2
R (X +1) -2e™ (x*+1)

. —2Xe
0 y'= X = X = e
248 21'. 4 2= 2
16. Calcula la derivada de a) f(x) =X =X+4 . ) €7 . o) X 1)2 .
x=3 (3x+2)
Solucion:
2x-5)(x-3)-(x*-6x+4)1 2.
a) f'(x)=( )(x=3) (2 ) _X 6x+211_
(x-3) (x-3)
(s )0 -e (nx) 3¢ (2incs o) X B nx e (aeina+1-3in)
b) y = 5 = 3 ﬁy = 5 =
X X X
¥ (Inx-3Inx+1)
- x‘ ’
&) i 2(4x=1)-4-(3x+2)" - (4x=1)"-2(3x+2)-3 _ (3x+2)(4x—1)[8-(3x+2)-6-(4x-1)| 22(4x~1)
(3x+2)" (3x+2)" (3x+2)°
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3. Derivabilidade

Sabemos que para que unha funcién sexa derivable debe ser previamente continua.
Non obstante, esta sé € unha condiciébn necesaria, pero non suficiente, pois non todas
as funciéns continuas son derivables. O exemplo habitual € a funcion valor absoluto,
que nos permitira introducir as derivadas laterais. Vexamolo:

J'—x,s;'x«:(]

Canto vale a derivada do valor absoluto ‘x‘ = x =072

I._x, six=0

Dado que £(0) = lim,_, f(x) = 0 = lim,_ - f(x) =lim,_, f(x) é continua en x =0.

f(0+h)—f(0) f(h)
h B h

f(0) =limy, limy, Como calculamos o limite?

. h .
Fixate que é distinto pola esquerda llmh_>0— % = llmh_,o T = -1 que pola

. h . h
dereita llmh_,0+ % = llmh_)o E = 1 polo que debemos concluir que non existe

f '(0). Polo tanto, é unha funcién continua nun punto, pero non derivable no devandito
punto.
A definicién das derivadas laterais € claramente:

flath)—f(a)
h

derivada pola esquerda.

fla') =limy,_o-

. (a+h)—f(a _ _
fa’ =limy, o+ ! - /(@) = derivada pola dereita.
Non te preocupes, xa que para calcular as derivadas laterais nun punto, se se trata de

funciéns definidas a anacos (o mais habitual), calculase a derivada da funcién que estea
Nno anaco que interese e substitiese o valor do punto. No exemplo anterior
As outras funciéns que presentaran problemas na derivada son aquelas que ao derivar

se converten en funciéns con denominadores, como as que tefien radicais. Observa o que

1
pasacon y = 3/x = x3 . Esta funcién é continua en x=0, pois f (0) = lim,9 Yx =0

1 Sy '
pero non é derivable no devandito punto: f(x) = =>f0)=~=2f(0) =>¢¢
( 3357 0

continua en R e derivable en R - {0}.

En resumo, para estudar a derivabilidade dunha funcién primeiro estidase a
continuidade e despois calculase a derivada, en ocasions a partir das derivadas laterais.
Se coinciden, a funcion é derivable e se non coinciden, non € derivable.

Si é derivable

¢Existe f'(x)?
¢Coinciden las
derivadas laterales?

g continua?_J> Non é derivable

A 7 .
~*|Non é derivable

6
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Exemplos

0, six<Oésix2%

19 E derivable? f(x) = { senx, §0$x<% enxzo,xz%,x = %?

. 7T n
CosSX, Si=<x<=
4 2

Solucion: Estudo en x=0
Continuidade: f(0)=sen0=0; ”"0’, f(x)= Iin:)0= 0; Iirg. f(x)= Ii_rposenx =0=>f(0)= Iinzf(x) =)
X X— X X X
é continuaenx=0

Derivabilidade: f’(0')=0|‘:0=0; f'(0*)=cosx|,:0=1=>3f'(0)

T
Estudo en x = 4

Continuidade: f(%]=cosx'=%=g; lim f(x)—hm senx = ‘éé— lim f(x)= lim cosng:
x—»T x—»T "_’T _,7
JT e
f( 4) fim £(x) = .
‘ é continuaen x =7
Derivabilidade: f'[% ):cosxlz%=%;f'[% ]=—senx,=%=-§=>3f-(%),
T

Estudo en x= E

=

Continuidade: f( L =0; lim f(x)= lim cosx =0 fim_f(x)= fim 0= 0=>f(2)—limf(x)=>

T
5ol
2 x—= "—’7 ik 1—97 3

2 2

é continuaen X =

NS

| 7
Derivabilidade: f(7 )=—Senx = =
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. N X six<1
20. Estuda a continuidade e a derivabilidade de f(x)= .
2x-1 six=1

Solucién: O Unico punto no que pode presentar problemas € en x =1, que é onde cambia
de definicion.

Continuidade:
f(1)=2x—1L =1; hmf(x)—ﬁmx =1; lim f(x ) =lim(2x—=1)=1=f(1) =limf(x) =

x—1 x—T x—1 x—1 é

continua en x =1.
Derivabilidade: f(1r)=2x|_ =2:f(1")=2  =2=f()=2=

é derivable en x =1. Polo tanto, f &€ continua e derivable en todo R

1-4x, six<-2 _
21, (Esf(x) =1 , , derivable en x = — 2?
X +5, six>-=2

Solucién:
Continuidade:

f(—2)=(1—4x)|x:_2 =9; lim f(x)= lim (1-4x)=9; lim f(x)= llm(x +5)=9=

x—-2 x—-2 x—-2" x—-2

é continua en x = -2.
Derivabilidade: f'(17) 2xl (1) = 2|x:1 =2=f'(1)=2=

Si é derivable en x = -2.

22. E derivable a funcién no  f(X)=53x*—8 intervalo [0,3]?

Solucién: Como é unha raiz cubica non presenta problemas para ninglin nimero (a raiz
cubica dun nimero negativo € un numero negativo), polo que Dom f = R e, por iso, sera
continua en R e tamén, loxicamente, en calquera intervalo da devandita recta.

9 10x

f(x)=5(x* —8]% :n"(x):g(x2 —8]_%.2x= 2 :;.DE.J'\.‘=O:>()1.'2—8]2 0= x=8=x=+/8=
33(x* -8)

:Ef'(i\@).

Vese doadamente que 1 <8 <3 = fé derivable en [1,3] —{8}.
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4. Derivadas sucesivas

Pdédenos servir para algo achar a taxa de variacion instantanea da derivada? Fixate en
gue a derivada é unha funcién, polo que podemos calcular o seu TVI, que sera a derivada
da derivada. A derivada da derivada dunha funcién recibe o nome de derivada segunda e
na unidade seguinte usarala para estudar a curvatura (concavidade e convexidade)
dunha funcion. Definese como:

F(x) =Hmf (x+h)—f'(x)

h—s0 h

Este proceso podémolo prolongar indefinidamente e asi teremos a derivada terceira f
(que é derivar a derivada segunda), a derivada cuarta & (que é derivar a derivada terceira),

a derivada quinta f *(derivar a derivada cuarta),..., a derivada n-sima ou enésima f .
Observa a notacién: isanse nimeros romanos para as primeiras e unha paréntese co
grao para as de orde superior co fin de non as confundir coas potencias. Estas derivadas

de ordes superiores (que € un nhome que a miudo reciben) calctlanse coas mesmas
regras que vimos para a derivada, que agora se chama derivada primeira (e simplemente
derivada cando non hai confusion posible).

As derivadas de ordes sucesivas utilizanse para calcular o desenvolvemento en serie
de Taylor para unha funcion, utilisima ferramenta que permite descubrir o valor da raiz
cadrada, seno, coseno, exponencial, logaritmo, etc., de calgquera nimero. En concreto,
este tipo de desenvolvemento € o0 que estd presente nas calculadoras cientificas,
permitindonos efectuar todos os calculos que necesitemos. O desenvolvemento
consiste en atopar un polinomio que se aproxima & funcién e que € 0 que usamos para
os calculos.

Exemplos

23. Calcula a derivada segunda das seguintes funcions:

_IBX=A __x+1
L il Lt S SRV s et
Solucion: -
a y':3(1+2x—32)(2)_>y":3(2—6x)-(3x2+1) —(1+2x—‘3x2).2.(3x2+1).6x
(3x2+1) (3x* +1)

Antes de efectuar as multiplicacions, sacaremos factor comun no numerador. O factor
comun non € mais que o denominador, algo que sempre sucede nas fraccions
alxébricas:

g e 3(3"2”) -(2‘5")'(3"2 +1)=(1+2x ‘3"2)'2'6"-:' _ 32-6x+6x" —18x —12x—24x* +36x° _
(352 +1)° (3¢ +1)

6(9x" —9x* —9x+1)
(3:{2+1)3 ‘

b) y'=2xInx+x=y"=2Inx +2x-xl+1 =2Inx+3;

)y 2 +2x 43 L (2x+2) (P 4x=2)=(xP+2x +3)-2:(2x+1)
C y :—_—:>y = = .
(¢ +x-2)’ (¢ +x-2)
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Observa que xa fixemos a simplificacion da que falabamos no apartado a):

2x° +4x% -2x —4—(4x3 +10x* +16x +6) 2(x3 +3x* +9x +5)

yll=_

(x2+x--2)3 ) (x2+x—2)3
2
24. Descobre a derivada segunda de: a) y= :_ b) y=x*-3x;¢) y= (Z;—:: .
Solucién:
o +3¢ "_(4x’+6x)-(x2+1)—(x‘+3x2)-2-2x=> . 2(3-x%)
y - 2 2 - 2 3 ) £ _ﬁ‘
(x* +1) (¥ +1) (x* +1)

b) y'=3x*-3=y"=6x.

¢) Transformamos a funcion desenvolvendo o binomio e efectuando a divisién de
polinomios:

S SRR, SIS | s S Rx({dx* +1)- (16x -4)2-8x _ -128x*+ 96x _ -32x(4x’ -3x)
= = .

= y = =
U S R P (42 +1) (4s1) @+
25A i i i = 2 3P +x
cha a derivada segunda das seguintes funciéns  a) y =—; ;0 y= 00
Solucion:
Co=(2x#1) 0 2(XP+x)—(2x+1)-2-(2x+1)  2(3x* +3x +1)
a) y =ﬁ=>y == = 3 = = 3
(x* +x) (X +x) (x* +x)

b) y'=(1+2x)e* = y"=(2+2+4x)e™ =4(1+x)e* .
c¢) Simplificamos a funcién dividindo os polinomios:

yoax_54 10 g 10 .20

X+2 (x+2)’ / _(x+2)3'

10



