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Unidade 3. Determinantes.Sistemas
de ecuaciones

1.Determinantes de orde duas

a2
az2
determinante de orde duas, do seguinte xeito: a;jaz; — ajpasy.

. , a1
A cada matriz cadrada de orde duas A = (a21 ) asociamoslle un nimero real, chamado

Nota: Obsérvase que o niumero de sumandos dun determinante de orde duas é dous, coincide
co valor de 2!=1. 2.

O determinante dunha matriz cadrada de orde duas € igual ao produto dos elementos da
diagonal principal, menos o produto dos elementos da diagonal secundaria.

a1 a12|

O determinante da matriz A simbolizarémolo por det(A) = |A| = |aZl 2y,

Dado que unha matriz esté definida, ben polos seus vectores fila ou ben polos seus vectores
columna, o determinante dependera das filas ou das columnas da matriz. Por este motivo, con
frecuencia escribiremos:

|A| = det(A) = det(f1,f,) ou ben, |A| = det(c,.c,); onde fi, f, indica as duas filas de A e ¢, e ¢, son
as columnas.

Exemplo
1. Calcula o determinante das matrices: A = (_21 i) B = (; _45) = ((1) (1)) N =(g g)
Solucién:
IE |_21 2= 24-(1)3=8+3=11
1= _45|= 2.(-5) — 3-4 = -10 —12= -22

|1|= |(1) (1) =1.1-0:0 =1 -0 =1 (O determinante da matriz unidade é 1)

IN| = |8 g =0:3-0-2=0-0=0 (O determinante dunha matriz que ten unha columna de

ceros é cero)

2.Determinantes de orde tres

Antes de definir os determinantes das matrices cadradas de calquera orde imos considerar
alguns determinantes importantes de orde inferior & orde dos determinantes das matrices
cadradas sobre as que se definen. Os estudos que aparecen a continuacion realizanse a partir
de matrices de orde tres, pero xeneralizanse a calquera orde.
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2.1. Menor complementario dun elemento

Dada a matriz cadrada de orde tres chamamos menor complementario do elemento a; e
simbolizase por M;;, ao determinante da matriz cadrada de orde duas que resulta de suprimir en
A afilaie acolumnaj.

411 41z aA13
Exemplos: sexa A = <a21 az2 az3> unha matriz de orde tres, os menores dos elementos
azp dzz asz

Ao € agy, My e Mgy, respectivamente, seran:

ajpp
o My = |a32

columna na matriz A.

a : . . . o
a;§| determinante que se conseguiu ao suprimir a segunda fila e primeira

aip
e Ms = |a22

columna na matriz A.

dq . . .. . X . .
322| determinante que se conseguiu ao suprimir a terceirafila e primeira

2.2. Adxunto dun elemento

Chamamos adxunto do elemento a;, e representamolo por A;;, a0 menor complementario de
a; precedido do signo + ou -, segundo i+j sexa par ou impar, respectivamente. Podese expresar
do seguinte seixo: A;=(-1)"-M

Exemplos: os adxuntos A,; e Az, dos elementos a,; e az; seran:

A

= (=121 My = (-1)2+1 a12 a13| _

a1z A13], —( A\ZHIN. = +
d32 4a33 | | A= 1P M= (17

app a13|_+|a12 313|
az; assl

dzz A3 dzz A3

Exemplo

1. Simboliza e calcula os menores e os adxuntos de a;3 € ay; da matriz cadrada

-2 30
A=l 1 -4 2
-1 3 5

Solucién:

-2 3

. . o _ 1 —4 — (_1)1+3 1
Simbolizacion: M13—|_1 3|, Az = (-1) _1 _1 3

o) M= TF 3] A = 1y

1
Calculos: Mi3=1-3—(-1)(-4) =3-4=-1; A=(-1)*(-1)=-1
M23—(2)3 (1)3 -6+3=-3; Axz= (1)(3) 3.
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2.3. Definicion de determinantes de orde tres

A cada matriz cadrada de orde tres A asociamoslle un nimero, chamado determinante de
orde tres, da seguinte forma:

a7 a2 413
|[A] = 221 Q22 A23| = @3Aq + A ArptazAas
dz1 dzz as3

O determinante dunha matriz cadrada de orde tres € igual & suma dos elementos
dunhafila ou columna multiplicados polos adxuntos correspondentes.

Nota: Na formula anterior, 0 determinante expresouse como produto da primeira fila polos seus
adxuntos; pédese comprobar que o valor do determinante é independente da fila ou columna
que se elixa parao seu calculo.

Opérase sobre a definicion anterior e aparece a expresion desenvolvida do valor dun
determinante de orde tres:

4117 a2 413
[A] = [a21 a2 a3|= 311A11+312A12+313A13=311|
dz1; dzz 4azs

azp az3| |321 a23| |az1 a22|
a2 13
dzz as3 az; ass az1; aszp

=ay1(8z2833-823832)-A12(821 A33-823831) TA13(821832-822831) = +A11822833-A1 18238 32-A1 282183381 2823831
+a;3821832-813822831
Ordénanse as sumas e diferenzas:

di11 41z a3
|A]l = [a21 @22 A3|=+ayi8p833+81283831+813821832-813820831-812821833-811823832
dz; d3zz 4ds3

Nota: Os seis produtos anteriores coinciden conimero 3! =1-2 -3 =6 e obtéfiense con sinxeleza
mediante a regra seguinte, chamada Regra de Sarrus.

Produtos con signo + Produtos con signo -

%

Os produtos con signo (+) férmanos os elementos da diagonal principal, e os dous paralelos
a eles polos do vértice oposto.

Os produtos con signo (- ) férmanos os elementos da diagonal secundaria, e os dous
paralelos a eles polos do vértice oposto.

Exemplo

2. Utiliza a primeira definicion e a continuacion a Regra de Sarrus para calcular o valor do
2 1 3

determinante |[A| =14 0 5
1 2 6
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Solucioén:

Pola primeira definicion, desenvolves pola segunda fila.
|Al=4 - (—1)2 ] L 3| +0- (-2 2 2 3| +5.(— 1)2+3 ; =-4(6-6)+0(12-3)-5(4-1)=
= -4.0+0-3-5-3 = -15
Facemos agora o célculo pola Regra de Sarrus.
Produtos con signo méis:+2- 0- 6 + 1- 5-1 + 4. 2- 3.
Produtos con signo menos: -1- 0- 3-2-5-2-4-1- 6

|A|=0+5+24—-0-20-24=-15

3. Propiedades dos determinantes de orde tres

Neste apartado desenvolvense algunas propiedades para os determinantes de orde tres, que
son validas para os determinantes de calquera orde. As devanditas propiedades serven para
facilitar o calculo de determinantes.

1. O valor do determinante dunha matriz cadrada é igual ao do seu trasposta. E dicir:
det(A) = det (A

1 -1 1 1 0 0
Por exemplo, |A| = 3 = |A'=|-1 3 2[=2
0 2 4 1 5 4

2. Se os elementos dunha fila ou columna dunha matriz se poden descompofier en suma de
dous sumandos, o seu determinante é igual a suma de dous determinantes que tefien
iguais todas as filas ou columnas agas a fila ou columna cuxos sumandos pasan a formar
parte de cada un dos determinantes respectivos.

dq + dy bl + b2 Cq1 + Cy di b1 Cq1 dr bz Cy
d e f =|d e f|+|d e f
g h i g h i g h i

A igualdade comprébase ao desenvolver os dous membros da igualdade.

3. Se os elementos dunha fila ou columna se multiplican por un nimero, o determinante queda
multiplicado polo devandito nimero

ka b c a b c
kd e fl=k|d e f
kg h i g h i

A igualdade comprébase ao desenvolver os dous membros da igualdade.

4. O determinante do producto de dias matrices cadradas é igual ao producto dos
determinantes das matrices factores
det (AB) = det (A) - det (B)
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Comprobar a
2 0 -1 3 10 7 0 —4
igualdade: |3 1 —-1|-|]0 2 1|= |10 3 -3
0 4 =31 1-1 2 4 3 2 -8

Opérase e resulta: primeiro membro, -10 - 17 e segundo membro, -170.

5. Se nunha matriz cadrada se permutan entre si duas filas ou dias columnas, o seu
determinante cambia de signo.

2 1 0 3 0 O
Porexemplo, (3 0 0= —[2 1 0];que aodesenvolver resulta -15 = -15.
2 -1 5 2 -1 5

6. Se una matriz cadrada ten duas filas ou ddas columnas iguais, o0 determinante asociado é

cero

Pddese razoar: se se cambiasen entre si as duas filas ou as duas columnas iguais
resultaria 0 mesmo determinante e, pola propiedade anterior, terase que o valor do
determinante seria un nimero que debe coincidir co seu oposto, e este é o cero.

1 2 -3
Por exemplo, |0 2 1|=0
1 2 -3

7. Se unha matriz ten duas filas ou duas columnas proporcionais, o determinante asociado é

cero.
Por exemplo, aplicanse as propiedades 3 e 6 e resulta:
a b c a b c
3a 3b 3c/|=3:]a b ¢[=3-0=0
d e f d e f

8. Se unha fila ou columna dunha matriz € suma doutras dGas multiplicadas por nimeros
distintos de cero, o determinante asociado é cero

a b C a b c a b c
d e f =m|d e fl|+ n|ld e f
ma+nd mb+ne mc+ nf a b c d e f

9. Se a unha fila ou columna dunha matriz se lle suma outra fila ou columna multiplicada por
calquera numero dis tinto de cero, o determinante da matriz resultante non varia.

a b c a b c
d e f d+ma e+mb f+mc
g h i g h i

4. Determinantes de orde n

Se se xeneraliza a definicion adoptada para determinantes de orde tres, podemos dicir que o
determinante de orde n é igual & suma dos produtos dos elementos dunha fila ou columna calquera

polosseus adxuntos correspondentes.
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O célculo de
determinantes mediante desenvolvemento directo remata nos de orde tres, precisanse 3! = 6
sumandos de tres factores cada un; de todos os xeitos, 0s seis sumandos férmanse doadamente
mediante a Regra de Sarrus; para o célculo de determinantes de orde catro precisanse 24 =4!
sumandos de 4 factores cada un.

A definicibn dada nos apartados anteriores rebaixa mediante os adxuntos a orde dos
determinantes que se van desenvolver; en concreto, un determinante de orde catro
desenvolvese mediante catro adxuntos de orde tres.

Para evitar o calculo dos catro adxuntos no caso de determinantes de orde catro aplicanse
as propiedades dos determinantes e transférmase o determinante dado noutro de igual valor,
no que unha das filas ou columnas tefia 0 maior nimero de ceros posible.

Exemplo
1 2 -3 4
; .]0 -3 -1 4
3. Calcula o determinante: | 5 5 & _,
3 2 -1 0
Solucién:
1 2 -3 4 1 2 -3 4
0 T3 o _Sl@efia-1afiaporg)=[ o 73 o1 %(pola1a
3 2 -1 0 0 -4 8 -12
-3 -1 4 -3 -1 4
columna)=1-| 3 5 =2|(2&fila+12fila)= 0 4 (pola 12 columna) =
4 8 -—12 4 8 -—12
=-3|:3L _12|—4| 4 o|7 -3(-48-16) - 4(-2 -16) = 264

5. Matriz inversa por determinantes
5.1 Matriz adxunta

Dada una matriz cadrada A, chamase matriz adxunta de A e represéntase por adx(A), a
matriz que resulta de substituir cada elemento a; da matriz A polo seu adxunto correspondente
Aij.

Exemplo
-2 =2 4
5. DadaamatrizA=| 1 2 =3, calcula a stia matriz adxunta.
3 2 0
Solucion:

Calculemos en primeiro lugar o determinante de A; ainda que para o célculo da matriz
adxunta non se precisa o seu valor, utilizarémolo nas propiedades da matriz adxunta.

6
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A =
-2 -2 4
1 2 -3=m0+18+8-24-12-0=-10
3 2 0

i+j

Calculanse todos os adxuntos; para iso colécase o signo que corresponda & potencia (-1)
seguida do menor complementario do elemento.

A=+ 6 Ap=-|l TOl-e Au=+ | 2|=-4
A= -T2 d=8 An=+|T2 d=12 Am=- T2 D=2
Az =+ |_§ _g|= -2, Az = - |_i _g|= -2, Az =+ |_i _glz'z

Ann Az Ags 6 -9 —4
Polo tanto a matriz adxunta de A sera: adx(A) = | Ay; Az, Ay |=| 8 —-12 -2
Azq Aszp Aszz -2 -2 =2

5.2.Propiedade da matriz trasposta

O producto dunha matriz A pola trasposta da sua adxunta € una matriz escalar na que os
elementos da diagonal principal coinciden co valor do determinante de A. E dicir, no caso
dunha matriz de orde tres:

Al 0 0
A- (adx(A))t = (adx(A)t-A = ( 0 JAl 0 )
0 0 A

A demostracion desta propiedade faise a partir da definicion de matrices adxunta e trasposta
e as propiedades dos determinantes.

Exemplo

6. Comproba que se cumple a propiedade anterior para as matrices do exemplo anterior.

Solucién:

. -2 -2 4 6 -9 —4\! -2 -2 4 6 8 -2
A- (adx(4)) =< 1 2 —3)-( 8 —12 —2) == ( 1 2 —3)-(—9 -12 —2>=
3 2 0 -2 =2 =2 3 2 0 -4 -2 =2
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5.3.Calculo da matriz inversa

Tendo en conta os resultados obtidos a partir da propiedade da matriz trasposta
|Al 0 0 100
A-(adx(A)t=| 0 |A] 0 |=|Al-{0o 1 o]=|A]-1
0 0 |A] 0 0 1

No caso de |A| # 0, e Unicamente nesta situacion, podese dividir os dous membros por
|Al; dividindo os dous membros polo determinante de A, queda:

(adx(A)"Y
A (—| : ) _

Por Ultimo, tendo en conta a definicién de matriz inversa A - A* = |, identificando as duas
igualdades tense:
(adx (A))*
|A|

_1:

No desenvolvemento do calculo da matriz inversa dunha matriz obtivemos os seguintes
resultados:

¢ Unicamente tefien inversa aquelas matrices cuxo determinante € distinto de cero, € dicir, as
matrices regulares.

¢ Alinversa dunha matriz regular A é igual & trasposta da sta adxunta, dividida polo determinante
de A.

Como o proceso para chegar a matriz inversa foi longo, resimese asi:

e Primeiro: calctilase o determinante da matriz dada; se este é distinto de cero, a matriz é
regular e ten inversa.

e Segundo: calculase a sta matriz adxunta.

e Terceiro: trasponse a matriz adxunta.

e Cuarto: dividese a matriz adxunta da trasposta obtida polo determinante

Exemplos

7. Comproba se as seguintes matrices tefien inversa e, en caso afirmativo, calculaas:

-2 -3 4
_(3 2\ _
94-Q Dove-(1 2 )
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Solucién:

a) |A| = g i| = 12 - 10 = 2; como o determinante de é distinto de cero, a matriz A ten

_ (A Alz)_ 4 -5
adx(A) = (A21 Ayl (—2 3)

inversa.

Trasposta da adxunta (adx(A))' = (_g _g)

Inversa: At = %(_‘; _é)

Comprobacién:%(_g _g)(z i):

N | =

6 2=G6 1)

-2 -3 4
b) |B| = 2 —=3|=-1; como é distinto de cero, a matriz B ten inversa.
3 2 0

Céalculo da adxunta:

+|2 _3| _|3 _3| +|1 ;
A1 Ay Agg 3 4 2 S 5
adX(B)= A21 AZZ A23 = —| +| _| |
2 0 3 3
A3; Az Asg 2 _3
| 2 _3| _| 1 —3| +| 1 |
6 -9 -4
={8 -—-12 -5
1 -2 -1
6 8 1
Trasposta da adxunta: (adx(B))'=| -9 —-12 -2
-4 -5 -1
L 6 8 1 -6 -8 -1
Inversa B'lz_—1 -9 —-12 =2|={( 9 12 2
-4 -5 -1 4 5 1

6. Ecuacions e sistemas matriciais

As ecuaciéns e sistemas nos que as variables son matrices chamaselles ecuaciéns ou
sistemas de ecuaciéns matriciais. Para resolver as devanditas ecuaciéns e 0s sistemas,
seguiranse 0S mesmos principios que resolven as ecuacions e sistemas con coeficientes e
variables reais; convén recordar as particularidades das matrices, en canto as suas inversas
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estudadas na
Unidade 2.

A continuacion, estudaremos algunhas ecuacions e sistemas matriciais.

Se a ecuacion matricial se reduce & forma A-X = A; onde A é un nimero real distinto de cero
e X, A matrices da mesma orde; a ecuacion resélvese multiplicando os dous membros por 1/A;

istoé X = %A

Exemplo:
. g - _ (2 -3 =2
8. Calcula a matriz X na ecuacién matricial A + 2X = B, sabendo que A —(5 A _3) e
_( 0 1 4
B= (—1 6 5)
Solucion:

Trasponse A ao segundo membro: 2 X =B - A
Trasponse 2 ao segundo membro: X = % (B-A)
Substitlense as variables plolos seus valores e opérase:
_1[( 0 1 4\ (2 =3 -2]_1(-2 4 6\_ (-1 2 3
x=30(7 6 5)-G 2 =3 2 =5 1 W)

No caso de ecuaciéns matriciais que se reducen aforma A- X =B; ou X- A=B e Aten
inversa; a incognita X calctlase respectivamente multiplicando & esquerda ou dereita por A™ os
dous membros da igualdade; a inversa dunha matriz calctlase con maior sinxeleza se se aplica
a teoria de determinantes.

Os seguintes exemplos son ampliacion dos que aparecen na Unidade 2.

Exemplo:

9. Resolve as seguintes ecuaciéns matriciais a) AX + B=C; b) XA-2B =C; c) AX=BX +9C.
Onde:

A=(y o) B=(3 1) c=(5 2)
Solucion:

Calculase a inversa de A: |A]| = B g =6-8=-2

adA) = (L0 H):@axay= (L5 T1)iat=3( 5 “1‘)=<_f —_21>

2
a)A-X+B=C; A-X=C-B; AYA-X)=A'(C-B); X=A'(C-B)
Substitiense as variables polos seus valores e opérase:

(A0 90 2020 N DR -

10
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—22 -20
13/2 6
b) X-A-2B=C; X-A=C+2B; (X-A)-A'=(C+2B)-A*; X=(C+2B)-A"

Substitlense as variables polos seus valores e opérase:

x=[(.; _9+2G DT D=3G G -

_ _ -2 3

=71(348 _z§)= <—18 23/2>

) A-X=B-X+9C; A-X-B-X=9C; (A-B)-X=9C; X=(A-B)'-9C

Calculase a inversa de (A — B)

as=(l -0 2)= (3 9 mm= | Zereass

swin-ar (] 1) wn-or=( D e-ar=i(

Substitlense as variables polos seus valores e opérase:

_1(7 -2 4 6)_1,(32 52\_(32 52

X_9(1 1)9(—2 —5)_99(2 1)_(2 1)

Os sistemas de ecuacioéns lineais pédense resolver como ecuaciéns matriciais, como veremos
no exemplo seguinte.

Exemplo:

10 Resolve o sistema de ecuacions, expresandoo antes en forma matricial:

x—y+4z= -5

dx—y+z=4
{Zx—2y+32=—5

4 -1 1 4
Este sistema pddese escribir en forma matricial: <1 -1 4) (y) = (—5)
2 =2 3 -5

O sistema converteuse nunha ecuacion matricial do tipo AX = B, cuxa solucion no caso de que
a matriz dos coeficientes tefia inversa é: X = A™. B.

11
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4 -1 1 X 4
(1 -1 4); X= <y>; eB= (—5)
2 =2 3 z -5

As veces preséntanse os sistemas na forma matricial antes indicada.

Onde A =

4 -1 1
|A] = -1 4|{=15
2 =2 3

Como o determinante de A é distinto de cero, ten inversa; calculase a inversa de A:

1 4 1 4 11 -1
/+|_2 3| _|2 3 +|2 _2|\ 5 5 0 5 1 -3
Adx(A) = | —:; §| +|‘2L é —|‘2L _; '=< 110 6):>A-1:%<5 10 —15)
k_ll i 4_1)—3—15—3 0 6 -3
+|—1 | _| 4 +|1 -1

X L 5 1 -3 4 L 30 2
<y> = I 5 10 -15 5= I 45 | = 3

z 0 6 -3 -5 —15 -1
A solucién do sistema sera: x=2; y=3; z=-1.

Os sistemas de ecuacioéns lineais matriciais resélvense como os sistemas de ecuacions lineais,
tendo en conta as consideracions anteriores. Vexamolo no exemplo.

Exemplo:
_ 2 0
: L, . X+Y_(_1 3)
11 Calcula as matrices X e Y soluciéon do sistema matricial: 16
2X—Y = (_ , o)
Solucion:
. . v _( 3 6y. _1( 3 6
Sdmanse as duas ecuacions: 3X = (_3 3) X = 3 (_3 3)

Substitiase X na primeira ecuacion: (_1 i) +Y= (_21 g)

Despéxase Y: Y = (_21 g) - (_i _i) - ( (1) —g)

7. Sistemas de Cramer

12



ﬂ XUNTA DE GALICIA I_:'|..'|%..'IT-Z'II'|'I-.'I educativa

COMSELLERIA DE EDUCACION daformacion a distancia
E ORDEMACION UNNERSITARIA FOMDO SOCIAL VRARA | aemente e
[EEE e S sy www.iessanclemente.net

Chamanse
sistemas de Cramer aos sistemas lineais que tefien 0 mesmo numero de ecuaciéns que de
incégnitas e, ademais, escritos en forma matricial, a matriz dos coeficientes ten inversa; o seu
estudo realizamolo para un sistema de tres ecuacions con tres incognitas sen perda de
xeneralidade.

d11X + d;py + d13Z = b1
Dado o sistema: {amx +ayy+axyz=>h,
d31X + dzpy + d3z3zZ = b3

dj1 Az A13) /X b
Escrito en forma matricial | @21 a2 az3 (y) =| b,
dz; dzz azp

air a1z 13 X by
Nesta igualdade distinguense as matrices A= az1 az2 az3 |, X= <y) e B= <b2>;
az; as; az X b3

A, matriz dos coeficientes; X, matriz das incoognitas e B, matriz dos termos independentes.
Desta forma o sistema escribese A X = B.

Se a matriz A ten inversa, o sistema proposto é de Cramer e resélvese multiplicando a
igualdade & esquerda pola inversa de A.

A*(AX)=A'B
A matriz inversa é Unica, os sistemas de Cramer son compatibles determinados

A importancia dos sistemas de Cramer reside na facilidade de atopar a sta soluciéon, como se
vera a continuacion.

Desenvoélvese a solucién matricial atopada.
1 1 All A21 A31
Recorda: A* = al (adx(A)'=— Az Ay Az

1Al A1z Apz Azz

X\ 1 (An Az Azr\ /br\ | /biAqg +byAy +b3As
Substitiese na solucién matricial: (y) =— Ay Ay Az || by |=—|[biA1; +byAy +b3As;

A A
x/ Al Az Az Azz/ \b3 | biAq3 + byAz3 + bzAzz
Igualanse os elementos das matrices.
_biAq1+bAz1+b3A3;  biA1p+byAgy+b3Az; _b1A3+byAz3+b3A33
- A e A LT Al

Obsérvase que o denominador de todas a incognitas € o determinante de A (matriz dos
coeficientes), e o numerador de cada incégnita é a suma dos produtos dos termos
independentes do sistema multiplicados polos adxuntos das columnas primeira, segunda e

13
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terceira,
respectivamente, da matriz A, polo que o valor das incégnitas pode simbolizarse mediante os
cocientes dos determinantes seguintes:

by a2 a3 a;1 br a3 aj1 a2z by
by azy a3 az1 bz azs a1 az by
bz az; azz|. _laz1 bz asz| . _|az1 a3z bs
X=1a11 arz a3 Y=ia11 az an); Z=7a11 a1z a3
a1 az2 azs az1 a2 azs az1 azz azs
azp asz ass az; asz ass azp asz ass

O valor de cada incognita é o cociente de dous determinantes; o determinante numerador é
0 que corresponde a matriz que resulta de substituir na matriz A a columna dos coeficientes da
incégnita despexada polos termos independentes; o denominador € o determinante de A.

Exemplo

10 Comproba que o sistema seguinte € de Cramer e,en caso afirmativo, resélveo.
x+2y+z=1
x+ y— z=2
x+3y+4z=0

O sistema ten tres ecuacions e tres incognitas; vexamos o valor do determinante da matriz dos

coeficientes:
1 2 1
[Al=11 1 -1[{=4+3-2-1+3-8=-1; como é distinto de cero, o sistema proposto é de
1 3 4
Cramer.
A solucion é:
1 2 1 1 1 1 1 2 1
2 1 -1 3 1 2 -1 " 1 1 2 0
X:”—4:—:3; y:—1 0 4 =—=-1; Z:—1 3 0 =—=0
-1 -1 -1 -1 -1 -1
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