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Problema 5.1

Comproba que a abscisa do punto de corte das parabolas x’=ay e y?=2ax soluciona
efectivamente o problema da duplicacién dun cubo de aresta a.

Solucion: A duplicacion do cubo é un problema cldsico da Mateméatica Grega. Consiste en,
a partir dun cubo, construir outro que tefia volume dobre.

E un problema que non pode resolverse cos métodos empregados pola Matematica Grega
(construcions xeométricas empregando s6 regra e compas), pero que cos métodos
alxébricos actuais é doado.

Podemos calcular as dimensions do cubo dobre resolvendo unha ecuacion:

Chamamoslle a a aresta do cubo dado e x a do cubo que queremos construir:

* Volume do cubo orixinal: Vpo = a®
debe ser dobre

«  Volume do cubo dobre: V =x3 00 BP 8819 1 _, x3 = 2a8
« Resolvendo a ecuacion: x =32a° = a¥2
* A aresta do cubo de volume dobre calcuilase multiplicando a aresta orixinal por §/§
Comprobemos que podemos obter ese valor como interseccion das curvas x’=ay e y*=2ax.
Temos que resolver o sistema:
2
2 _ _X 22 4
X“=ay - y=— Hucio X X
Y= Y= Unpvsieion | X2 =oax & — =2ax x4 =2a3x
2 a a
y© =2ax
Tratase dunha ecuacion de grao 4. Deixamos sé un 0 nun dos membros:

sacando
factor Xx=0

4 3 Y 3 3
x* —2a°x =00 Yt = x{x® -2a°|=0 =
( ) x3-2a%=0 . x=32a3

Loxicamente, 0s gregos non resolvian asi o problema: debuxaban V
as dlas parabolas x’=ay e y’=2ax (que tampouco escribian asi) a :
partir dos seus focos e directrices.

3
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Exercicio 5.1

Calcula o produto escalar dos vectores (-3,4) e (8,6) e interpreta o resultado.

Solucion: Utilizando a expresiébn analitca do produto escalar resulta:
(-3,4)((86)=-3[8+4(6=0
O produto dos vectores é: |(-3,4) [(8,6) [tos(A)

Para que o produto sexa 0 debe ser 0 algun dos factores:
e ¢Algin dos médulos é 0?: Neste caso non é asi, 0 Unico

- y
vector con médulo 0 é 0=(0,0).
 Logo o coseno é 0: O que significa que o angulo que 86
forman é de 90° ou 270°. Os vectores son (8.6)
perpendiculares. (-3.4)
. A
Exercicio 5.2
Atopa un vector perpendicular ao vector (6,2)
Solucion: Sabemos que dous vectores perpendiculares tefien
produto escalar 0. SO temos que atopar un vector que

multiplicado escalarmente por (6,2) dea O:
(6,2) [ﬂvl,vz) =0 - 6vy+2v, =0

Resulta unha ecuacion con ddas incégnitas que, polo tanto, tera moitas soluciéns. N6s so
necesitamos unha, por exemplo (vl,vz) = (— 2,6)

En xeral, para atopar un vector perpendicular a outro s6 temos que inverter as suas
compofientes e cambiarlle o signo a unha delas.

.. y

Exercicio 5.3 N
J
Comproba que os puntos A(-1,3), B(5,5), C(-2,6) e d \\
D(4,8) forman os vértices dun rectangulo. \ B
B

Solucion: Un rectangulo é un cuadrilatero con todos ,\\ =
0S seus angulos rectos. a
Comprobamos que os angulos son efectivamente X
rectos ou, 0 que é 0 mesmo, 0S vectores que 0S
forman son perpendiculares:
AC =(-2,6) - (-13) = (-13 ) _

( )=( )=( ) seran perpendiculares

AB = (55) - (-13) =(6,2)
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se o seu produto escalar é 0: (-1,3)[(6,2) =-1[6+3[2 =0. Son perpendiculares. O angulo
A é recto.

Debemos facer o mesmo cos demais angulos (bastara facelo con tres pois os angulos dun
cuadrilatero suman sempre 360):

CA = (-13) - (-26) = (1-3)

) } 0 PPPPM 9T L (1-3) 16,2) =106 + (-3)2 = 0
CD = (4,8) - (-2,6) = (6,2)

BA = (-13)-(55) = (_6’_2)} 0 PEPPI MY . (-6,-2) [1-13) = -6 (f~1)+(-2)B =0
BD =(4,8)-(55) =(-13)

Un xeito un pouco mais doado era comprobar que se trataba dun paralelogramo (os
vectores que forman dous lados opostos iguais) e que un dos angulos é recto.

Exercicio 5.4:
Calcula o modulo do vector (8,6)

Solucion: [(8,6) =82 +62 =+/10 =10

Exercicio 5.5

Calcula a area do triAngulo de vértices nos puntos A(4,6), B(5,-1) e C(-1,1)

Solucion:

Necesitamos a base e a altura do triAngulo. Poderiamos calcular os lados do triangulo
(distancias entre os vértices) e un dos angulos a partir dos vectores que forman os lados
para finalmente calcular a altura, pero a utilizacién de vectores proporciona un método moito
mais rapido e elegante:

- Base: d(C,B)=‘C_B":|(6,—2)|:\/62 +(-2)2 =440

e Altura: A altura é a proxeccion do vector BA sobre un vector i perpendicular 4 base:
BC =(-6,2) = = (2,6)
—  (-17)I[ (26) 1[2+716 _ 40
prox:BA =
’ (2.6 \/ +62 40

Adreaé: S= «/ D—_ 20

Exercicio 5.6

Calcula a area do paralelogramo determinado polo vectores (7,1) e (-2,5) e inventa un
procedemento para calcular a area dun paralelogramo calquera cofiecendo os vectores que
forman os seus lados.
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Y Solucion:

Representamos 0s  vectores.
Lembra que o0s vectores son
“libres”, poden situarse onde
desexemos, neste caso coa orixe
en comun no punto (3,2).

(-117)

gy

A &rea dun paralelogramo é igual

() ao produto da base pola altura.

X No esquema da esquerda vemos
que a base é o médulo dun dos

vectores, V (7, 1) por exemplo, e
a altura é o médulo da proxeccion

* Base: |(7’1j: 7+1=V50=§: do outro, Vv(-l, 5), sobre un
+ Altura: un vector n perpendicular & base € (-1,7)  \ector perpendicular ao anterior.
(-1L50-17)_ 36_ 3¢ 2 14 :

(-17) s5/2 52 5

A area é: S=5J§L'5\/_2— 3¢

prox,w=

Como sempre poderemos utilizar un vector n perpendicular & base elixida, v, co seu
mesmo modulo, de non facermos operacions poderemos observar que:

» Base: M T
M proxnw MT=WDh
_ W v
* Altura: prox;w=-———
M Expresandoo por medio das compofientes dos vectores:

V(V,,V,) s W(W, W,) i N(=V,,V,) - S=WIH=-W,V ,+ W,V
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Exercicio 5.7

Calcula a distancia entre os puntos P(1,-5) e Q(4,2)

Solucién:  d(P,Q) = ‘P_’Q( =|(37) =v/3? +7% = /58 = 7'62

Exercicio 5.8:
Comproba que o cuadrilatero de vértices A(0,1), B(8,7), C(-6,9) e D(2,15) é un cadrado e
calcula a sua éarea.

Yy D(2,15) Solucion:
7
/// N\ Podemos organizar a resposta de
\ varias maneiras. Por exemplo,
% \ comprobar que os vectores AB e BD
C(-6,9) ~ \\ son perpendiculares e iguais en
\ moédulo, e que CD e AC son,
\ B(8 i
\ B(8,7) respectivamente paralelos a eles:
\ ) Paralelismos:
Pid CD[AB = (8,6) (8,6)
\. ACLUBD =(-6,8)0 (-6,8)
/!
\ yd Resultan evidentes, xa que coinciden.
L7 Médulos:

\E\ =/82+62 =10

\@\ = J(-6)2 +8 =10
Perpendiculares:
AB-BD = (8,6)-¢ 6,8F - 48 4&

(Sempre que sexa posible, debemos representar a
situacién proposta)

A area é:
|AB|{BD| = 100
Exercicio 5.9
Determina canto mide o angulo que forman (2,3) e (4,1)
Solucion:
cos(A) = 23)((4) _ 2[4+311 - 074

@304 22 +32 3fa2 + 12

O angulo é: A = cos *(0'74) = 4226°
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Exercicio 5.10
Atopa un vector de moédulo 1 que forme co vector (6,-2) un angulo de 90°

Solucién:
Sexa (X, y) o vector buscado:

o WVI6-2) | - &%
OO e Ii6-2] Jry’ a0 1340

=0=6x-2y=0=y= X

_ s
v=* 3o

X +y =12 X+ X = 1= 1K*=

Exercicio 5.11
Atopa a ecuacion xeral da recta que pasa polos puntos A(2,-1) e B(5,4)

Solucion:
Podemos utilizar como punto P o primeiro deles, o A(2,-1), como vector direccion o AB (3,5)
e como vector n perpendicular, o (-5,3):

[(x,y) = (p,, p,)] Ny, n,) =0
(x-2,y+1)[-5,3)= 0~ - &+ 16- §+ & 0. - B+ B+ 13

Exercicio 5.12

Calcula o angulo formado polas rectas -2x+3y=4 e 5x+y=2
Solucién:

Os vectores caracteristicos das rectas son (-2,3) e (5,1).

| e3my| | -7 |, e o
COS(A)_||(—2,3)| MR m|—038 ~ A =cos(038) = 67'62

Exercicio 5.13
Calcula a distancia do punto (3,-5) & recta -2x+3y=4

|—2[3+3[q—5)—4|_|—211

Solucion: d(A,r) = =5824

| J22+32 | V13|
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Exercicio 5.14
Atopa a ecuacion da mediatriz do segmento de extremos (2,5) e (5,1)

a) Empregando a definicion de mediatriz como perpendicular no punto medio.
b) Como lugar xeométrico.

Solucion:
a) Para unha recta, podemos utilizar como vector n perpendicular o que forman eses
dous puntos A(2,-1) e B(5,1), e como punto P o punto medio deles:

= 4B (3,2) P(3'5, 0)
[(x.3) = (p,. p)]Tnyny) =0
(x=35,y—-0)[13,2) =0 - 3x—105+2y =0 - 3x+2y—-105=0

b) Como lugar xeométrico, igualamos as distancias:

d(AX) = dB.X) = y(x-2 +(y+1)2 = (x-5)2 +(y -1)?
!
(x -2 +(y+1? = (x =52 +(y-1)? = x? —4x+4+y? +2y +1=x% -10x + 25 +y? -2y +1
!
- 6x+4y-21=0

Simplificando, entre 2, esta ecuacién obtemos exactamente a mesma do apartado a)

Exercicio 5.15
Atopa as ecuaciéns das bisectrices do angulo formado polas rectas: 3x-4y+3=0 e 8x+6y-5=0

Solucioén:

As bisectrices son o lugar xeométrico dos puntos que equidistan das dldas rectas. Sexa
X(x,y) un punto dese lugar xeométrico:

‘3x ay+3| [sx+6y-5| |ax-4ay+3| [8x+6y-5
‘\/32 ‘ ‘\/82+62‘ | 5 | | 10 |

Tendo en conta que o valor absoluto cambia o0 signo se a expresion é negativa ou deixa
igual se é positiva, podemos desdobrar a ecuacién anterior en:

d(x,r)=d

3x—-4y+3 _8x+6y-5

~ -10x-70y +55 =0

3x-4y+3 _ 8x+6y-5 > 10
5 10 3x-;1y+3=_8x*1%y‘5 _ 70x-10y +50 =0



XUNTA DE GALICIA F'l..‘iTI..'lf-Z-II'l'l..'I educativa

i 3 COMSELLERIA DE EDUCACION da formaciaon a distancia
* L

E ORDENACIIN UNNVERSITARLA FOMD0 S0CIAL VAR T o o na

E e oo www.iessanclements. net

Exercicio 5.16
Atopa a ecuacion da circunferencia de centro no punto (4,0) e tanxente & recta —4x+3y+9=0.

Solucioén:

(x=4) +(y-0) =r

Necesitamos cofiecer o raio: é a distancia entre o centro e a recta tanxente

|—4-4+3-0+9|
e a? |
(x-4)% +(y-0)? =142 . x® +y? -8x = -14'6

r =d(P,tan) = =14

_|
| 5

_7|
|

Exercicio 5.17

¢ A ecuacion x2 + y2 —-4x +6y +12 =0 corresponde a unha circunferencia? ¢A cal?

Solucién:

Podemos intentar converter esa ecuacion noutra equivalente co formato:

(x—a)’+(y—b)’=r" onde(a, b)éocentroero raio.

Se desenvolvemos os cadrados teremos:
x'+y'=2ax-2by+a’+b’—r’=0

Daquela:
e -2ax debera ser -4x, logoa =2
e -2by debera ser 6y, logo b =-3

e a’+b’—r® sera12,logor=1

Problema 5.2

Chamanse hipérboles equilateras s que tefien
0s semieixes a e b iguais. Atopa a ecuacion
dunha hipérbole equilatera de centro na orixe
de coordenadas e cos focos na bisectriz do 1°
e 3° cuadrantes.

Solucién:

A nosa hipérbola é o lugar xeométrico dos puntos que a diferenza das suas distancias 6s
focos de coordenadas (a,a) e (-a,-a) € 2a.

A ecuacion seré: | (x —a)? +(y -a)2 —y/(x +a)? +(y +a)? =2a
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Intentemos escribila de xeito mais “elegante” facendo desaparecer as raices, para o que
necesitamos illalas nun membro e elevar ao cadrado:

Jix-af +(y-a)? =2a+y(x+af +(y +a)?
| elevando ao cadrado

(\/(X_a)z +(y—a)2j2 =(2a+\/(x+a)2 +(y+a)2j2

1

(x -a)? +(y-a)® = 4a® + day(x +a)? +(y +a)* +(x ~a)? +(y - a)>

Desenvolvemos os cadrados dos binomios e agrupamos os termos semellantes:

x2 - 2ax +a? +y2 —2ay+a2 = 4a? +4a\/(x+a)2 +(y+a)2 +x2 +2ax +a® +y2 +2ay+a2

!

— 4ax - day = 4a2 + day(x +a)? +(y +a)?
| dividindo por 4a

-x-y:a+\/x2 +2ax +a’ +y? +2ay +a’
Seguimos tendo unha raiz, polo que debemos illala e elevar ao cadrado para facela
desaparecer:

-\/x2 +2ax+a’ +y? +2ay+a’ =a+x+y
!
x2 +2ax +a’ +y? +2ay +a’ = a’ + 2ax + 2ay + 2xy + x? +y?
!
a? =2xy

Obtemos unha ecuacién sorprendentemente sinxela, que normalmente aparece na forma

- T a®
explicita ou funcional: y =— onde k =?.
X

. k . . : .
Esa férmula, y =—, corresponde a relacion de proporcionalidade inversa entre x e y
X



