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Unidade 5: Xeometria métrica

1. Producto escalar de dous vectores.
1.1. Modulo dun vector. Distancia entre dous punto s
1.2.  Angulo de dous vectores. Angulo de dias recta  s.
Lugares xeométricos. Mediatriz dun segmento.
Conicas: Circunferencia, elipse, pardbola e hipé  rbola.

Xeometria e Alxebra.

Despois de descubrir que non tédolos numeros eran racionais, oS matematicos e
pensadores da Grecia Clasica dedicaron os seus esforzos a Xeometria.

Naquela época, non tifian inventado a notacion que utilizamos na actualidade. Unha
ecuacion expresabana como unha relacion entre segmentos e, no caso de que aparecesen
cadrados, entre areas.

Por exemplo, a ecuacién x> —4x =6 interprétase como a x .

procura dun segmento, X, de xeito que a area do cadrado de + }- =6
lado x menos a area do rectdngulo de base x e altura 4 sexa 6. X X

As cobnicas

Problemas clasicos da matematica grega foron a duplicaciéon do cubo (atopar un cubo de
volume dobre que outro dado) e a cuadratura do circulo (dado un circulo, atopar un cadrado
coa mesma area.

Coa notacion alxébrica moderna, a resolucion deses problemas é
doada:

1. Duplicacion do cubo de aresta a:
=20 - x=320° =a¥2 K
2. Cuadratura do circulo de radio r:

x2 = o x=Anl? =r\/7_T

Ningun deses problemas pode resolverse s6 con regra e compas, polo que a sta resolucion
estaba mais ala das posibilidades dos métodos da Xeometria Grega. A pesar das
dificultades, Menecmo (375 a.p., 325 a.p.), discipulo de Eudoxo e Platon, conseguiu resolver
a duplicacion dun cubo de aresta a mediante a interseccion das parabolas x’=ay e y*=2ax.

Os gregos descofiecian a linguaxe alxébrica. Menecmo describia as parabolas como a
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interseccion dun cono cun plano paralelo a unha xeratriz.

As curvas que se obtefien ao cortar un cono cun plano chamanse seccions cénicas 1:

erencia

Circunferencia

Parabola

iy

Parabola Hipérbola

P

Hipérbole

Circunferencia_, cando o plano é perpendicular a altura do cono

Elipse , se o plano corta & xeratriz e a altura.
Parabola , plano paralelo & unha xeratriz.
Hipérbola , se o plano é paralelo & altura.

Dinostrato, irman de Menecmo, resolve o problema da cuadratura do circulo utilizando a
trisectriz de Hipias (unha curva utilizada para dividir un angulo en tres partes) pero esta
solucidn, igual que a de Menecmo para a duplicacién do cubo, non se atén as regras de
utilizar s6 regra e compas polo que durante séculos seguiuse buscando infructuosamente
outras solucions s6 con regra e compas ata que se demostrou a sta imposibilidade, ... pero
esa é outra historia.

1 O mais detallado estudio sobre as conicas débese a Apolonio (262 a.p a 190 a.p.), un dos grandes
matematicos da Epoca Helenistica, xunto con Euclides e Arquimedes. Ese estudio foi traducido ao Latin en
1706 por Halley, astronomo amigo e defensor de Newton, a partir dunha traduccién arabe anterior.
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Xeometria métrica

Chamase Xeometria Métrica a que se ocupa de problemas nos
gue aparecen medidas de distancias e angulos.
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Debemos, polo tanto, definir o xeito de medir distancias e
angulos no plano. Para elo imos apoiarnos hovamente nos
vectores e nunha nova operacion: produto escalar.

Producto escalar de dous vectores

Dados dous vectores v e w, 0 produto escalar deses vectores
€ 0 numero que se obtén multiplicando os modulos polo coseno
do angulo que forman: v [ =|V| 0| tos (A)

Fixate que na expresion anterior aparecen dous produtos
diferentes: No primeiro membro o produto escalar de vectores
que estamos a definir e no segundo produtos de nameros.

O produto escalar cumpre as propiedades:
+ Conmutativa: viw=wlv
e Multilinearidade (linearidade respecto és dous factores):
1. Enrelacion & suma de vectores:
iy+w)=i BT +ua0v  (@+v)0v=aOv+v0p
(Nas expresions anteriores aparecen duas
diferentes: suma de vectores e suma de nimeros).

sumas

2. Enrelacién ao produto por escalares:
v o Gv)=a v O0) (¢ 3) G0 =a Oy Gv)

(Nesas expresions aparecen tres produtos: produto escalar
de dous vectores, produto dun vector por un escalar e
produto de dous nimeros).

Expresion analitica do producto
escalar

Utilizando unha base ortonormal B={él,éz} (vectores
perpendiculares e de modulo 1) para o sistema de
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Sobre a situacion do debuxo:

F
e

: |
S
Definimos o traballo realizado
por unha forza F' que produce
un desprazamento s por:
T=F-s

Cando a direccion da forza non
coincide coa do desprazamento:

-

E
A .S
|F|-cos(A)

[
»

O traballo sera o realizado pola

“forza efectiva™: ‘IE‘ cos(A)

T= H [tos(A) [

A expresion resultante ¢ o
produto escalar do vector que
describe a forza polo que corres-
pondente ao desprazamento

<i



Podemos incluso definir o
producto escalar mediante
a sla expresion analitica e
deducir a partir dela a
anterior definicion, pois
ambalas duas definicions
son equivalentes.

O producto escalar
proporciona un método
sinxelo e “elegante” para
medir distancias e angulos
sen apoiarse noutros
conceptos.

Y

(8:6)
(-3.4)
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coordenadas, podemos calcular o produto escalar de dous
vectores v = (Vp"z) e w= (wl,wz) mediante a expresion:
VO =(v,,v, ) dw,, w,)=v, Oy, +v, O,

Demostraciéon:  Utilizando as propiedades do produto escalar

obtemos:
vOv=(ve, +v,e,)dwe, +w,e,)=
vow, (2, ) +v,w, &, ) +v,w, (6, &) +v,w, (¢, &)
Dado que a base é ortonormal, enton:
é, [, =|¢,|OE,| [eos(0) =1
¢, [&, =¢, [, =|¢,| [,| [tos(90) =0
é, [, =|é,| ¢, | bos(0) =1

Polo tanto, v Liv =v, Ly, +v, [,

Consecuencias e propiedades

Utilizando a definicion de produto escalar e a expresion
analitica do mesmo podemos deducir algunhas propiedades:

Interpretacion grafica: _ O valor absoluto do produto escalar de
dous vectores € o produto do médulo dun dos vectores pola
proxeccion do outro vector sobre el:

DFOXW(V) |‘7 DK’|
cos(A) = — =
v VoW

Proxeccion dun vector sobre outro: Tendo en conta o

anterior, podemos calcular facilmente a proxeccion dun vector
sobre outro:

= [V W] =|W| Cprox (V)

[v 0
[

|\7 DK/| = |\7v| [prox, (V)= proxg, (V)=

Vectores perpendiculares: Debido a que co0s(90°=0 e
c0s(270°=0, o produto escalar de dous vectores
perpendiculares € 0: vlw < vIw=0
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Vector perpendicular a outro dado: _ Dado un vector ﬁ(vl,vz),

o vector W(-v,,v;) é perpendicular a el:

(i, va ) d=va. v )= =vvy +vyv =0
Vectores coa mesma_direccién:  Tendo en conta que o
coseno de 0° é 1 e o de 180° € —1, o valor absoluto do produto
escalar de vectores coa mesma direccién é igual ao produto
dos seus modulos:

[V =[v| 0

Modulo dun vector

Calcularemos o modulo dun vector V:(vl,vz) a partir do
produto escalar do vector por si mesmo:

v I =¥ 0¥ [eos(0) =[9]”

Polo tanto:  [V| =V 3 =y, B, +v, B, =/v] +v]

Graficamente, sen mais que aplicar o Teorema de Pitagoras,
vemos que a expresion anterior proporciona efectivamente a
medida da lonxitude do vector.

Jot!

<
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Distancia entre dous puntos:

Calculamos a distancia entre dous puntos a partir do médulo do
vector que vai dun punto ao outro:

P(p,.p,)
0(q,.9,)

} d(P,0)=[P0| = (g, - )" +(g, - p.)

Angulo de dous vectores

Apoiandonos no produto escalar, podemos calcular facilmente
o coseno do angulo que forman dous vectores:

ﬁ=(v1,v2)} e
v Ov =y| W] Leos(v, w
W:(Wlawz) | | | ( )
COS(V,VV)Z v v _ v, B/vl +v, B/Vz

A o+ G+
| v, tv, w, tw,
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Ecuacion normal da recta

Dado P(p,,p,) un punto dunha recta e ﬁ(nl,nz) un vector

. . . - n
perpendicular & recta enton, utilizando o produto escalar, /
podemos atopar unha nova expresion para ecuacion da recta: \ P
PX

[, ) = (1 )] Eny ) =0 N
Demostracion: o)
Debemos comprobar que calquera punto da recta cumpre esa \
ecuacion e que s6 a cumpren 0s puntos da recta.

Se X(x,y) é un punto da recta, entén o vector PX ten a mesma
Fixate que se X non

direccién ca recta e é perpendicular a ﬁ(nl,nz), polo tanto o _
estivese na recta, o vector

seu produto escalar sera 0: PX[n <« PX[h =0 >v .
PX non teria a mesma

Por compofientes: [(x,y) -(p,» P, )] n,,n,)=0 direccion ca recta.

Esa expresion recibe o nome de ecuacién normal da recta e o
vector 7 (”1»”2) vector de normal ou caracteristico.

Desenvolvendo a expresion anterior obtemos a ecuacion xeral:

n1x+n2y—(n1p1 +n2p2):0D O DnID:E 0 - Ax+By+C=0
ny=8
~(mp1+npp )=C
Fixate que os coeficientes A e B determinan un vector
perpendicular & recta.

Angulo de duas rectas

Duas rectas cortanse formando catro angulos iguais dous a
dous. Definimos o angulo de duas rectas como 0 menor deses
angulos. Fixate que ese angulo esta sempre entre 0° e 90°.

O coseno dese angulo coincide co valor absoluto do coseno do
angulo que forman os vectores de direccion da recta e tamén
co dos vectores caracteristicos da recta:

cos(r,r') =

5
[7] 07
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As rectas da figura
cértanse formando un
angulo A, pero os seus
vectores de direccion
forman un angulo
180-A. Ademais:
cos(A)=-cos(180-A)
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Necesitase o valor absoluto pois o angulo que forman os
vectores pode ser o que definimos como angulo entre as rectas
Ou 0 seu suplementario e, nese caso, 0 valor do coseno seria 0
mesmo pero con signo negativo.

Distancia dun punto a unha recta

Definimos a distancia dun punto P a unha recta r como a menor
das distancias do punto s puntos da recta.

O punto da recta mais proximo a P obtense trazando unha
perpendicular a r pasando por P.

A distancia entre eses dous puntos sera a distanciade P ar.

Podemos calcular facilmente esa distancia tendo en conta que
€ a proxeccion do vector que vai de P a X(x,y), un punto
calquera da recta, sobre un vector normal da recta:

nPX

d(P,r) = prox; (&)z |ﬁ|

Se a recta estéd en forma xeral:

r=Ax+By+C=0
n=(A,B)

} AP = %(A,B) f(p1.p2) - .y)]

Jazem?
_|Ap, +Bp, - Ax -By|

dP,r) =
P.r) ‘ ,—A2+Bz ‘

Dado que X é un punto da recta C = —Ax — By, polo tanto:

=|Apl +Bp, +C|
d(P,r) ‘ S ‘
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Lugares xeométricos.

Chamase lugar xeométrico ao conxunto de puntos que verifican
unha certa condicion.

Un lugar xeométrico pode, polo tanto, ser calquera conxunto de
puntos inclusive o conxunto baleiro (cando ningun dos puntos
do plano verifica a condicién que define ao lugar xeométrico).

Estudamos alguns lugares xeométricos definidos por
condicions métricas e comprobaremos que as soluciéns
dalgunhas ecuacions con duas incognitas correspondense con
figuras xeométricas.

Mediatriz dun segmento

Observando un punto calguera da mediatriz dun segmento
(perpendicular no punto medio), podemos decatarnos de que
equidista dos extremos do segmento e de que son os Unicos
puntos que verifican esa condicion.

Podemos pois definir a mediatriz dun segmento dado como o
lugar xeométrico dos puntos que equidistan dos seus extremos.

Para obter a sGa ecuacion, escollemos un punto xenérico X e
escribimos a condicion que deben verificar as suUas
coordenadas.

Se P e Q son os extremos do segmento, enton:

dP.X) =d(@QX) = (x ~ps)? +(y=po)? =(x-u)? +(y -, )
Facendo transformaciéns e simplificando:

—2pyX +pf — 2p,y +p3 = 20X + 0% — 20,y + G5

pi+ps-ai-a3 _,

(0 —po)x + (@2 —p2)y +

E a ecuacion dunha recta pois é do tipo Ax+By+C=0.
O vector caracteristico (vector normal & recta) é:
(91 = p1.a> = p2)= PO

Esa recta é a mediatriz do segmento PQ




/

Fixate que os vectores
(A,B) e (a,b) son vectores
de direccion da recta r pois
tefien a mesma direccion e
s6 de diferencian en que o
vector (a,b) ten médulo 1.
O mesmo sucede cos
vectores (A',B") e (a’,b")
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Bisectriz dun angulo

Observamos que o0s puntos das bisectrices (hai duaas)
equidistan das rectas que forman o angulo e, ademais, son os
Unicos puntos que o fan. Podemos por tanto definir as
bisectrices como o lugar xeométrico dos puntos que equidistan
das duas rectas.

Sexan r e s as rectas. Un punto X esta nese lugar xeométrico
se verifica: d(X,r)=d(X,s)

r=Ax+By+C=0 | |Ax+By+C|_|Ax+By+C|
s=Ax+By+C' =0 ‘ A2+BZ‘ ‘ A'2+B’2‘

| Ax By c || ax B'X c |
+ + = + +
Waz+B? JaZ+B2 AZ+B2| [VAZ+BZ JAZ+BZ JAZ+B?

A expresion anterior non é tan complicada como parece:
A B C'
\/A2+BZ’\/A2+BZ \/A'2+B'2

Son nimeros, chamandolles a,b, c, a’, b’ e ¢’ resulta:
|ax +by + c| = |a'x +b'y + c'|

Para evitar os valores absolutos debemos xogar coas
posibilidades de que as expresions que contefien tefian signos
iguais ou contrarios:

ax+by+c=ax+by+c ~(a—a)x+(b-b)y+c-c'=0
ax+by+c=—(ax+b'y+c') o ([a+a)x+(b+b)y+c+c' =0

Obtemos as ecuacidons de dudas novas rectas, as bisectrices
dos angulos que forman as rectas iniciais.
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Circunferencia:

Os puntos da circunferencia verifican que a sua distancia ao
centro é o radio da circunferencia.

Definimos a circunferencia como o lugar xeomeétrico dos puntos
gue estan a unha distancia r do centro C(cy,Cy):

dX,C)=T = (x=c)? +(y —cp)? =t
No particular, se o centro é a orixe de coordenadas:

2 2

X +y2:r—>x2+y2:r

X2 +y? —4x +6y+12=0

Elipse

O método mais doado de construir unha elipse € o chamado do
“xardineiro”. Consiste en chantar dous paus no chan, amarrar
o0s extremos dunha corda a cada un deles e ir debuxando no
chan mantendo sempre tensa a corda.

Os puntos da elipse que se vai formando verifican que a suma
das suas distancias aos dous puntos fixos (que chamamos
focos) € a lonxitude da corda. Podemos por tanto definir a
elipse como o lugar xeométrico dos puntos que, a suma das
sUlas distancias aos focos, ten un valor fixo.

Unha elipse queda caracterizada polos focos, F e F’, e un valor
fixo que coincide, a suma das distancias aos focos.

Nunha elipse distinguiremos ademais os seguintes elementos:
» Distancia focal, ¢: Distancia dos focos ao centro.

* Dous eixes de simetria: 0s eixes maior e menor (como
didmetros) e os correspondentes semieixes (radios).

0 Semieixe maior, a: Metade do eixe maior (€ a metade
da distancia fixa que define a elipse).

11
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Kepler comprobou que as
orbitas dos planetas, incluida a
Terra, son elipticas.

Unha consecuencia da LGU,
Lei da Gravitacion Universal
de Newton, é que os astros
tefien necesariamente que
seguir Orbitas coénicas.
Calquera obxecto que se mova
nun campo gravitatorio ten que
ter unha orbita circular,
eliptica, hipérbolica ou
parabdlica.

C directriz

As parabolas tefien unha curiosa

propiedade: calquer raio de luz
(ou onda electromagnética en
xeral) paralela ao seu eixe que
se reflicta na superficie da
parabola, pasara polo foco.
Nesa propiedade baseanse as
antenas “parabolicas”, faros,
linternas, ...
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0 Semieixe menor, b: Metade do eixe menor.

Se consideramos os puntos da elipse situados 6s extremos dos
semieixes € doado comprobar que:

* A suma das distancias 0s focos € 22 (a medida do eixe
maior): d(P,F)+d(P,F')=(a-c)+(a+c)=2a

* Relacion entre semieixes e distancia focal: a2 = b2 + c2

Vemos, como exemplo, 0 caso de elipses de eixe horizontal e
centro na orixe de coordenadas, o que implica que os focos
tefien coordenadas (c,0) e (-c,0).

J=c) + 2 +y(w+ ) + 1% =24

Para facer desaparecer as raices illamolas nun membro da
ecuacion e elevamos ao cadrado (duas veces):

Vix=cf +y? —2a=—(x +c) +y?
43> —4a\/(x—c)2+y2 +(x—c)2 +y2 :(x+c)2+y2

—al/(x-c)+y? =cx-a% - az[(x—c)z+y2]:czx2—2ca2x+a

2_.2\2,.22__4__22 202 022 _ 212
(a c)><+ay_a a“c D%gjggzgzgcg)abx +a‘y“ =a‘h
a“-c“=b

4

Dividindo por a’b? obtemos a ecuacién reducida dunha elipse

2 2

, X
de centro na orixe de coordenadas: — +y_2 =

a b

Parabola

Lugar xeométrico dos puntos que equidistan dun punto fixo
(foco) e dunha recta fixa (directriz).

Parabolas de eixe vertical: _ A directriz € unha recta horizontal
(a stia ecuacion sera do tipo By+C=0) e o foco F(a,b) un punto
calquera:

N B e

Elevando ao cadrado e facendo transformacioéns obtemos unha
ecuacion do tipo: y = ax? +bx+c.

Dito doutro xeito, a ecuacion dunha parabola de eixe vertical
corresponde a unha funcion polindmica de segundo grao.

Pddese comprobar que o reciproco tamén é certo: a gréfica de
calquera funcién polinémica de segundo grao é unha parébola.

12



CONSELLERIA DE EDUCASION da

E XUNTA DE GALICIA F'|-HTI.JT-Z-I'I'|1-J educativa

IES San Clemente EURCPED
Parabolas de eixe horizontal: A directriz € unha recta

vertical. SO trataremos as centradas na orixe, o foco seré F(c,0)
e a directriz a recta x=-c.

()c—c)2 +y2 =x+c - y2 =4cx

Hipérbola
Lugar xeométrico dos puntos que a diferenza das suas
distancias 0s focos é 2a.

De xeito semellante & elipse, a ecuacion reducida dunha
hipérbole de centro na orixe de coordenadas e focos situados

no eixe X é:
K2 )2 »
a’ b?

Nunha hipérbola verificase que c?=a?+b? sendo c a

distancia focal e a e b 0s semieixes.

A medida que nos alunxamos do xcentro, as hipérbolas vanse

b

aproximando cada vez mais &s rectas y=—X e y=-—-—X.
a a

Diremos que esas rectas son asintotas da hipérbola.

c? =f2+f2  c? = 2f?

c2=a?+b?0PMd - c? =2a?
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Ampliacion

O universo

As primeiras teorias sobre o Universo das que temos noticia datan do 2000 a.C. Nesta época
viase a Terra como un gran disco plano envolto por varias esferas concéntricas nas que
estaban fixos os demais astros (LUa, Sol, planetas, estrelas).

En 1609 Johannes Kepler (1571-1630) deduciu as leis que describen o movemento dos
planetas do Sistema Solar:

I.- Os planetas describen Orbitas
elipticas co Sol nun dos focos.

Il.- As éareas cubertas polos radios
vectores en tempos iguais, son iguais.

Uns anos despois, Isaac Newton
(1624-1727) formula a Lei da
Gravitacion Universal que permite
entender e describi-lo movemento de
calqguera  obxecto nun  campo
gravitatorio.

O principio basico da Gravitacion universal € moi simple: “dous corpos atraense cunha forza

proporcional ao producto das sias masas e inversamente proporcional ao cadrado das suas
_ _ - mlm'

distancias: ‘F‘ =k pE "

Un modelo de simulacion

Utilizando os nosos coflecementos de Xeometria e de vectores imos intentar construir como é
0 movemento dun planeta nun sistema solar.

Nun modelo de simulacion intentamos mediante un procedemento numérico reproducir un
fendmeno fisico, para elo péartese das leis que supofiemos describen ese fendmeno e simulase
cun experimento tedrico. Se os resultados obtidos aseméllanse a realidade podemos supofier
gque as leis de partida son correctas (normalmente € un proceso

complicado e laborioso pero, coa axuda de calculadoras ou y V=(v,¥,) Planeta
ordenadores é moito mais doado. De feito, na actualidade, os B=(p.p,)
modelos de simulacién xogan un papel fundamental en tdédalas

ramas da ciencia e da tecnoloxia).

No noso caso, imos construir un modelo de simulacién para o Sol X
movemento dun planeta cerca dunha estrela utilizando a Lei da
Gravitacion Universal (LGU). A forza de atraccion € a

que determina a LGU. Esa
forza produce unha
aceleracion sobre o
*= Noutro punto calquera do plano situaremos un obxecto de planeta.

masa m, moito menor, cunha velocidade arbitraria. Este

= Situaremos a estrela (un obxecto cunha gran masa M) nun
punto do plano e suporemos que estéd inmobil.
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obxecto ten que moverse pois, de non facelo, caeria cara a estrela.
= Aforza de atraccion é a que determina a LGU:
M O
d?
= Esa forza produce unha aceleraciébn sobre o obxecto menos masivo(2) dada pola
expresion:

Fl=c

M [
o M0n G i
‘F‘_G d2 |a|:—d2:GM2:£2 (3) '\A/‘
E-mia mo T y

A aceleracion é un vector con direccion a lifa que une os centros dos
obxectos, sentido cara a estrela e médulo inversamente proporcional
ao cadrado da distancia.

= Descomporemos 0 movemento do astro en fraccions pequenas de tempo nas que
suporemos que o movemento € uniforme (para simplificar, a duracion desas fracciéns de
tempo tobmase como unidade).

7

= A velocidade nun dese intres calcilase suméandolle & velocidade no intre anterior a
aceleracion para o que necesitamos darlle a K un valor axeitado ao tamafio do noso debuxo
(fixate que K depende das unidades, polo que pode tomar calquera valor sen mais que
utilizar as unidades axeitadas):

Vv=v,+alt,set=1temos v=v,+a

<l

= A nova posicién calculase a partir da posicion anterior sumandolle a
velocidade que acabamos de calcular: /R

0
ol

p=p, +vIt, parat=1resulta p =p, +V

= A simulacién da orbita obtense aplicando sucesivamente o0s pasos
anteriores.

Todalas operacions efectlanse graficamente, agas o calculo do médulo da aceleracion para o
que se emprega a férmula obtida a partir da Lei
da Gravitacion Universal.

A principal diferencia entre a simulacion e o
proceso real € que na simulacién o0 movemento
efectlase a saltos discretos do tempo en tanto
gue na realidade é un proceso continuo. Canto
menores sexan eses saltos, mellor sera a
aproximacion.

Deste xeito podemos predecir o movementos
dos astros que forman o Sistema Solar con

2 Tamén produce unha aceleracién sobre o outro, pero ao ser a sa masa moito maior esa aceleracion € moi
pequena polo que prescindiremos dela.
3 O producto de G-M é constante pois son dous numeros concretos.
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millons de anos de antelacién e descubrir, por exemplo, que é posible que Venus escape do
Sistema Solar pois a sUa Orbita estd sometida a moitas interaccibns que a poden
desestabilizar.

Os modelos dindmicos como o anterior desempefian un papel fundamental nas Mateméticas e
na Fisica actuais. Con eles é posible describir fendbmenos moi complexos: a prediccion
meteoroloxica, a evolucion do clima, o desenvolvemento do burato de ozono, a contaminacion
atmosférica, os esforzos a que estdn sometidas as estructuras de pontes e edificios, a
formacion dos planetas, o comportamento dunha coche ao chocar, ..., son algins dos
fendmenos que se estudian mediante modelos dindmicos e simulacions utilizando grandes
ordenadores para realizar as inxentes cantidades de operaciéns que precisan.
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