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Nas distribucions dunha variable estatistica, Unidade 10, vimos que a cada valor
da variable correspondialle unha frecuencia, que as veces expresabamos como
unha frecuencia relativa; nas distribucions de probabilidade dunha variable
discreta fagolle corresponder a cada valor da variable a probabilidade de que ese
valor aconteza. Se a variable é continua, as cousas complicanse un pouco mais,
porque a probabilidade de que un valor determinado aconteza é cero, e isto
asi dado que a variable pode tomar infinitos valores.

En calquera caso, é necesario ter unha idea do que é probabilidade dun suceso, en
experiencias aleatorias simples ou de varias probas, e do concepto de numero
combinatorio, e por ai imos comezar esta unidade. Logo, centraremos o0 noso
estudo nunha distribucion de probabilidade discreta: a distribucion binomial; e
nunha distribucion de probabilidade continua: a distribucion normal. Ambas as duas
son fundamentais no estudo da inferencia estatistica que se vera nas Matematicas
de 2° curso de Bacharelato.
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1. Probabilidade

1.1. Experiencias aleatorias e sucesos

Moitos fendmenos observables tefien un resultado imprevisto: o xogo de tirar un dado
ou unha moeda, extraer unha carta dun mazo de naipes, extraer nimeros da Lotaria
Primitiva, etc.. Este tipo de fendmenos denominanse experiencias aleatorias e
caracterizanse porque:

a) o seu resultado é imprevisible;

b) podemos realizar o experimento tantas veces como queiramos, sempre nas
mesmas condicions.

Chamase espazo mostral ao conxunto de todos os resultados dun experimento
aleatorio e simbolizamolo pola letra E. A botar unha moeda e observar se sae cara ou
cruz, o espazo mostral é E = {cara, cruz}. Se tiramos un dado, o espazo mostral
resulta ser E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ao elixir un naipe nunha baralla de 40 cartas,
podemos supofier que a cada unha lle asignamos un numero distinto do 1 ao 40,
entén o espazo mostral é:

E={1,2 3,4, ...,39 40}

No xogo de lanzar dous dados o espazo mostral é:

Denominase suceso a cada un dos subconxuntos dun espazo mostral.

Os sucesos como son subconxuntos péodense determinar enumerando osseus elementos
ou mediante unha propiedade que cumpran exclusivamente os seus elementos. No
xogo de botar un dado os subconxuntos A = {1, 4, 5} e B = {sair numero par} son
sucesos, € evidente que B = {2, 4, 6}. Os sucesos constituidos por un unico
elemento chamanse sucesos elementais. No espazo mostral E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} os
subconxuntos: {1}, {2}, {3}, {4}, {5} e {6} son sucesos elementais.

Os conxuntos @ (baleiro) e E (espazo mostral) denominase suceso imposible
e suceso seguro.

Dicimos que, ao realizar un experimento aleatorio, se presenta un suceso A se 0
resultado do devandito experimento € un calquera dos sucesos elementais que
pertencen a A. Por exemplo, se botamos un dado e o resultado € o suceso elemental
{4}, ademais deste, preséntanse todos os sucesos que tefien 0 4 como un dos seus
elementos: A = {sair numero par}, B = { sair nimero maior que 3}, entre outros.
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Exemplo

1. No xogo de tirar dous dados e sumar as puntuacions, cales son os elementos do
suceso A = {sumar 3} e do suceso B = {sumar 11}?

Solucion: A ={sumar3}={(1,2) e (2,1) } e B = {sumar 11} = {(5,6) e (6,5)}.

1.2. Operacions con sucesos

Cos sucesos podemos facer duas operacions: a union e a interseccion. A union de dous
sucesos A e B é outro suceso que simbolizamos por A U B e contén 0s sucesos
elementais de A, de B ou de ambos os dous,

AUB=1{x/x€ A o x€ B}

A interseccion de dous sucesos A e B € outro suceso que simbolizamos por A N B e contén
0S sucesos elementais que pertencen simultaneamente a A e a B,

AnB={x/x€e Ay x€B]j
Dous sucesos dinse incompatibles cando a slia interseccion é o suceso imposible , @

Exemplos

2. Os conxuntos A ={1,3,5}, B={1,2,3} e C = {4,5} son sucesos do experimento de
lanzar un dado.

Calcula AUB, AUBUC, ANB, AMA, BNB, BNC, EUB e ENB.
Solucion:

AUB = {1, 3, 5}U{1, 2, 3} ={1, 2, 3, 5},

AU BUC={1, 3,5}U {1, 2, 3}U {4, 5} = {1, 2, 3, 4, 5},
ANB={1, 3,5}N{1, 2,3} ={1, 3}

ANA ={1, 3,5}N{1, 3,5} ={1, 3, 5},

BNB={1,2,3} N{1,2,3} ={1,2,3}

BNC=1{1,2,3}N {4,5}= @, son incompatibles,
EUB={1,2,3,4,5,6}U{1,2,3} = {1,2,3,4,5,6} = E

ENB ={1,2,3,4,5,6}N{1,2,3} = {1,2,3} = B.

O contrario dun suceso A represéntase por 4 e realizase sempre e cando non
sucedaA. E obvioqueosucesocontrariode 4 €A.

Tameén é evidente que A e 0 que non é A constitien todo o espazo mostral

AUA=E ANA=0
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1.3. Probabilidade dun suceso

Hai dous modos de atribuir probabilidade a un suceso:

a) Mediante a frecuencia relativa do suceso, cando o numero de veces que
repetimos o experimento € moi grande.

b) Admitindo como axiomas da probabilidade as afirmacions seguintes:

1. A probabilidade dun suceso A é sempre un namero real non
negativo, P(A) =0,

2. A probabilidade do suceso seguro E é 1, P(E) =1,

3. Se A e B son sucesos incompatibles, ANB =0
a probabilidade da union € igual a suma de P(A) e P(B),

P(AUB) = P(A) + P(B)

Estes axiomas unidos ao feito de que cada suceso elemental, dun espazo
mostral E de m elementos, cando é previsible que tefian a mesma dispoiibilidade
de sair, ten unha probabilidade de:

1
N sucesos elementales

permiten atopar unha regra para calcular a probabilidade doutros sucesos.

Se A={asa,, az,........ ,a, } € un suceso, enton A = {a }U{a }U{a JU.......... u{a}l,
que evidentemente son incompatibles dous a dous, polo tanto,
P(A)=P({ar}) + Pa }) + ......... + P({a,}) =1/m + 1/m + ...+1/m =n/m

E dicir, a probabilidade dun suceso A  é igual & suma das probabilidades dos
sucesos elementais que constitien A. Logo,

P{;‘j) b Nglementos de A

Nelementos de E

Os elementos de A chamanse resultados favorables a realizacion do suceso A, e

os elementos do espazo mostral E: resultados posibles, e por isto acostimase
escribir:

P{;‘i] _ Neasos faverables
Neaszos posibles

Este cociente chdmase Regra de Laplace .

Exemplos

3. Ao tirar un dado, ¢ cal é a probabilidade de que saia numero par? ¢cal é a
probabilidad de que non saia nimero par? ¢ e de que saia par e maior que 2?
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Solucioén:

O suceso sair par ¢ A={2, 4, 6} e p(A)=3/6 = 1/2

O suceso non sair par é o contrario de A, é dicir, Ae A ={1, 3, 5}, logo
Observamos que P(A)+P( j)=1 ou A P()=1- P(A).

O suceso sair maior que 2 € B = {3, 4, 5, 6} e sair par e maior que 2 é A NB = {4,6},
logo: P(A NB) =2/6 =1/3

4. Ao tirar un dado, ¢cal é a probabilidade de que saia un numero primo?; ¢ e
de que saia un numero primo e impar?; ¢cal € a probabilidade de que saia un
ndmero que non €& primo nin impar?

Solucion :
O suceso sair numero primo é A ={1, 2, 3, 5} e P(A)=4/6 = 2/3

O suceso sair impar é B = {1, 3, 5} e sair primo e impar € ANB = {1, 3, 5};
logo: P(A NB)=3/6=1/2

Osucesonoprimoé A {4, 6} e non impar E:{Z, 4, 6};logo
P( A¥#B)=2/6=1/3

1.4. Célculo de probabilidades en
experiencias de duas ou mais probas

Cando realizamos experiencias con varias probas, tirar dous dados, ou un dado
varias veces, extraer varias cartas dunha baralla, ou varias bélas dunha urna, para
calcular a probabilidade dun suceso é importante cofiecer se as probas son

independentes ou, pola contra, afecta o resultado dunha na seguinte.

Probas independentes

Analicemos un exemplo. Nunha urna hai cinco bodlas de igual tamafio, 2 son
negras e 3 brancas. Extraese unha béla ao chou, obsérvase e devélvese & urna.
Seguidamente repitese a mesma operacion. Estamos ante unha experiencia
aleatoria de duas probas. O resultado da primeira proba non inflie na segunda
son probas independentes . As duas primeiras ramas do diagrama en arbore
corresponden as probabilidades da primeira extraccion e as catro restantes as
probabilidades da segunda proba:
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2/5
2/5 N | ->NN
N 3/5 B | ->NB
2/5
3/5 N | ->BN
B 3/5 B | ->BB

O espazo mostral deste xogo €: E = { BB,BN,NB,NN } e a determinacion da
probabilidade dun suceso elemental faise mediante as probabilidades das ramas
gue conducen a el. Se queremos achar a probabilidade de extraer unha bodla
branca seguida dunha negra,

P(BN)=3/5-2/5=6/25 =0,24 == P({Blanca na 12}) N({Negra na 23})

= P({Blanca na 1?}) - P({Negra na 23})

Polo tanto, podemos facer as seguintes consideracions:

A probabilidade dun suceso elemental € igual ao pro  duto das probabilidades

das ramas que conducen a el. Pero ademais podemos a firmar que a
probabilidade da interseccion dos sucesos independe ntes, ou en probas
independentes, é igual ao produto das probabilidade s de cadaun deles.

Probas dependentes

Se nunha urna hai cinco bdlas de igual tamafio, 2 son negras e 3 brancas, e
extraemos unha bdla ao chou, obsérvase e non se devolve & urna, enton na
segunda extraccion cambian as condicions iniciais do xogo. O resultado da primeira
proba influe na segunda, son probas dependentes . As ddas primeiiras ramas do
diagrama en arbore corresponden as probabilidades da primeira extraccién e as catro
restantes, agora con outros nimeros, as probabilidades da segunda proba:

1/4
2/5 N | ->NN
N 3/4 B | ->NB

2/4
3/5 N | ->BN
B 2/4 B | ->BB

Neste caso, se queremos calcular a probabilidade de extraer unha béla branca seguida
dunha negra, teremos:

P(BN) = P({Branca na 1a}ﬂ{Negra na 24}) = P({Branca na 13}) -

- P({Negra na 22 condicionado a saida Branca na 1})=3/5-2/4=6/20=0,3
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Por tanto, podemos facer a seguinte consideracion:

A probabilidade da interseccion de dous sucesos dependentes, ou en probas
dependentes, é igual ao produto da probabilidade dun deles pola
probabilidade do outro condicionado polo primeiro.

Exemplos

5.Tirase un dado duas veces, ¢ cal é a probabilidade de que saia polo menos un 67?

Solucion:
1/6
1/6 6 ->6 6
6 5/6 No6 ->6 No6
1/6
5/6 6 ->No6 6
NO 6 | 5/6 No6 No6No6

P (Polo menos un 6) =1/6 - 1/6 +1/6 - 5/6 +5/6 - 1/6 =11/36
Que é o mesmo que P (Polo menos un 6) =1- P(No sair 6) =1 - 5/6 - 5/6 = 1 - 25/36
= 11/36.

6. Extraense simultaneamente duas cartas dunha baralla de 40. Atopar a
probabilidade de que saian dous ases.

Solucién:
P(Dos ases) = P({As na 12}N{As na 2°}) =
= P({As na 1%}) - P({As na 22 condicionado & saida As na 1%}) = 4/40 - 3/39 =1/130

2. Numeros combinatorios

Imaxinemos unha urna con m bdélas numeradas de 1 a m, e extraemos n bodlas
(con 0 < n < m) sen devolver ningunha a urna. Obtemos asi un subconxunto de n
elementos dun conxunto maior de m elementos. Cantos subconxuntos de n
elementos hai nun conxunto maior de m elementos?

. . . m
O numero total de subconxuntos simbolizase por ( N )e para calculalo empregamos
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a formula ( ) nl(m n)l

onde m! chamase factorial de m e corresponde a

m!=m-(m-1)(m-2)-....3-21

€ dicir, o produto dos m primeiros numeros naturais, asi:
5! =54-3-2:1=120 ; 7! =6-5-4-3:2-1=5040

Observaremos, non obstante, unha convencion 0! =1 y 1! =1, con esta salvidade podemos
calcular alguns numeros combinatorios

( ) 3!(5 3)| - ggi;i 10 < > 5,(7 5), =21

As calculadoras cientificas dispofien da tecla x! para calcular o factorial dun numero, se a
tecla esta en cor vermella debemos pulsar antes é dicir, 5! .

Exemplos

e (-4 ()+(D)

Solucion:

< > 0l51 =1 ( ) 1.4, =5
< > 2|3| =10 < > 3|2| =10

< > 4l1l =3

(8)+ () + () (5)+ (1)
3.Distribucion de probabilidade dunha
variable aleatoria discreta

Nos apartados anteriores falamos de sucesos en xeral, pero interésannos os experimentos
aleatorios cuxos sucesos sexan identificables por un nimero; tal como acontece ao tirar dous
dados e sumar assuas puntuacions ou lanzar 5 moedas e contar o numero de caras, ainda que
tamén son de natureza numérica: anotar, nun exame de 50 preguntas, o numero de respostas
correctas ou rexistrar o numero de ovos rotos, por cada caixa de 12, dunha determinada
granxa. En todos estes casos os sucesos son identificables por un numero.
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Unha variable numérica que toma diferentes valores, dos que cofiecemos ou podemos cofiecer a
probabilidade de que cada un aconteza, chamase unha variable aleatoria discreta. As
variables aleatorias simbolizanse por unha letra maiuscula como X (ou Y ou Z), e asociada coa
variable aleatoria hai unha funcion de probabilidade que nos informa da probabilidade de que
X tome un determinado valor.

Unha distribucién de probabilidade dunha variable aleatoria discreta é semellante a unha
distribucion de frecuencias dunha variable estatistica, s6 que en vez de frecuencias relativas

temos probabilidades.
No xogo de lanzar dous dados e sumar as suas puntuaciéns a distribucion de probabilidade é a
seguinte:

3 4 5 & 7 8 9 10 11 12
2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

i

x| 2
il 4 5 6 5 4 3 2 1
8 6 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

A probabilidade de que neste xogo a suma sexa 3 simbolizase por

P[X=3]=2/36
En xeral, se
Xi | X1 | X2 | X3 | | Xn |
P | p1 | p2 | ps | | pn |

€ unha distribucién de probabilidade dunha variable aleatoria X, entdon

PIX=x:]=p:
PIX = x2] = p2
PIX = X,] = p»

onde p,;é un numero comprendido entre 0 e 1, 12p;20 e a suma dos p, é a unidade

n
E Pi=p1+P2+Pa+...+pn=1
i=1

En ocasiéns, a probabilidade de que unha variable aleatoria X tome un determinado valor

X, P[ X =x], vén dado por unha funciéon de probabilidade, como veremos no préximo
apartado.

Sabemos que os parametros principais dunha distribucion estatistica son a media, x, e a
desviacion tipica, s, e calculanse por:

X _ X1f1+.n...+ann . inz.fi

Zfi 2
i=1
No caso das distribucions de probabilidade dunha variable aleatoria tamén podemos
considerar a media, que simbolizamos pola letra grega y, e definimos como

— %2

n
1 = X1P1 + X2P2 + X3P3 +....+XnPn =Z XiPi
i1
9
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e a desviacion tipica, que simbolizamos pola letra grega o, e definimos como

o = [ xipi— 2

Exemplos

8. A taboa seguinte indica a distribucién de probabilidade do xogo de lanzar 4 moedas e
anotar o numero de caras:

X |0 1 2 |3 |4
pi| 116 | 1/4 | 3/8 | 1/4 | 1/16

Calcular p e o.

Solucién:
M=X1p1t+ XoPpot XsPst....+Xppn= 0-1/6 +1-1/4 +2-3/8+3-1/4 +4-1/16 = 2

A este numero chamaselle tamén valor esperado ou esperanza matematica da variable.

G:\/inzpi—.uz =‘/O+12-%+22-%+32.%+42.%_22 -1

9. Calcular p e o na distribucién de probabilidade da suma das puntuaciéns de dous dados.

Solucion. No xogo de tirar dous dados, a distribucion vén dada pola taboa

X | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pi | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

H=X1P1+ XoP2+ XaPat....+Xapn=2-1/36 +3-2/36 + ...+ 12-1/36 = 252/36 = 7

az‘/ZXizpi—,uZ:‘/ZZ-%+32-326 L7 =24

4. Distribucion binomial

Supofamos un experimento aleatorio que se poida repetir indefinidamente e que en cada
proba s6 tefia dous resultados. Experimentos deste tipo son: tirar unha moeda, onde
unicamente sae cara ou cruz; tirar un dado e observar se sae 5 ou non; anotar o sexo dos
recén nacidos dunha maternidade; rexistrar os resultados dun tenista contra outro
determinado, etc.

Aos dous posibles resultados destas experiencias chamarémolos éxito (E) e
fallo (F).

Suporemos que p € a probabilidade de éxito en cada proba e, polo tanto, 1 — p sera a
probabilidade de fallo en cada proba.

Se o experimento se repite n veces, ao anotar os resultados, obtefien unha palabra de lonxitude
n formada polas letras E e F

EEFFEFEEFEFFFE..
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Estamos interesado en contar cantas palabras deste tipo contefien x veces a letra E. Isto é
equivalente a dicir: se temos n cuadriculas, de cantas maneiras distintas podemos situar x
veces a letra E, unha por cuadricula? Ou, mellor ainda, cantos subconxuntos de x

elementos ten un conxunto de n elementos?
Esta ulima pregunta ten unha resposta cofiecida, e é o numero () combinatorio

Se agora nos preguntamos, cal é a probabilidade de obter x éxitos en n probas do
experimento? ou, oque éomesmo, calé aprobabilidade do suceso

xveces n-xveces

A=ENE. -.NEN FNF. -NF

Como as probas son independentes, a probabilidade non varia dunha a outra proba, enton:

xveces n-xveces

P(A) = p(E)-p(E). ..p(E) p(F)-p(F). -p(F)

xveces n-xveces

p(A)=p-p.  ...p- (1-p)-(1-p). (1-p)=p*(1-p)"™

Ao haber ) palabras de lonxitude n con x letras E e cada palabra ten unha
X

probabilidad de p*-(1-p)"™*, entén definimos unha funcién de probabilidade para a
variable aleatoria X, que conta o niumero de éxitos en n probas, asi:

P(X = %) = ()pX(L—p)"

Esta funcion recibe o nome de funcidn de probabilidade dunha distribucién
binomial de n probas con probabilidade de éxito p, simbolicamente B(n,p), e que

tabulamos deste modo:

i

0 .
\"

x| 0 |4k ]
|'|r"'| {n"' f 1
PIx=x || [1-pr || !ﬂf1—p,:-"-“... pr(1-p)" |

|
4

n
' K

"'. y L

Pddese demostrar que nunha distribucién binomial B(n,p) a media e desviacion tipica
vefen dadas polas formulas:

M=Mp e o np-@-p)
Exemplos

10. Nunha distribucién binomial B(6; 0,25) calcular:

a) P[X=0] b) P[X=3] ¢) P[X=5] d) P[X>0] e) P[X=0] f) P[X=5]

11
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Solucién:

[ B
a) P[x = u]:[ D]-nza" -075°=01779, b) P[X :3]:[3]-0,253 -0,75° =0,1318,
B
o) P[X = 5]=[5].n,255 075=00044, d)P[X>0]=1-P[X=0]=1-01779=08221.

B 6
e)P[x=0]=1 y fPX=5]= [ 5}0,255 0,75 +[ 6 -0,25°-0,75% = 0,0044 +0,0002 = 0,0046.

11. Nunha distribucion binomial B(5; 0,3) calcular:

a) P[x <2] b)P[X<4] ¢) P[x=0]

Solucion:
(5 5) (5
a)Plx<2]=| ~ [-07°+| 7 |-03-07* +| T |-0,3%-07° = 08369
\ﬂ 1 kEJ
(5 5) (5) 5 5
b) Px<4l=| " [-07°+|  [-03-07*+| T -03%.07°+| ~ -03*-077+| ~ |-03*.07=09976
9 1) 2) 3 4

. 5
ou tamén Plx <4]=1-P[x =5]= 1—[5]-{],35 =09976.

c) P[X = 0]=1-P[X =0]=1-0,1681=0,8319. Dado que os sucesos ser [X #0] e ser
[X =0] son contrarios.

12. Se 0 60% dos empregados dunha empresa estan de acordo en que os salarios
dependan da produtividade, e elixese unha mostra de tres empregados, atopar unha
taboa de distribucion de probabilidade para a variable aleatoria que conta o nimero
de empregados que estan a favor desta forma retributiva. Calcula p e o.

Solucion:

Tratase dunha distribucion binomial:

1°) en cada proba hai dous unicos resultados: estar de acordo ou non;

2°) o resultado de cada proba é independente do anterior;

3°) a probabilidade de atopar un empregado que estea a favor desta forma
retributiva é constante p =0,6 e de que sexa contrario 1-p =0,4.

E, polo tanto, unha distribucién binomial de parametros n =3 e p =0,6, B(3; 0,6),
cuxa taboa é:

x | o | 1 | 2 | 3

3 . |[3 173 . . 3 .
PIX=x]||  oa” || |00 || 06 04 || |05




A XUNTA DE GALICIA E'l..'ITI...'If-Z_'II'|'I.-.'I.'E'-Z|LI-Z.-.'I’ti-...'| .

:*: COMSELLERIA DE EDUCACION | et daformacion a distancia
E ORDEMNACION UNIVERSITARIA FOHDO BOCLAL WA 2 emente ne
L it ey www.iessanclemente.net

Ademais,
u=n-p=3-0,6=18¢€

o= /n-p-(l—p) = V306:04=08485

13. Nunha cidade, o0 40% dos alumnos de que fan promocién a Bacharelato ten
suspensa alguna materia de 4° ESO. Elixense 6 alumnos de 1° de Bacharelato ao
chou, cal é a probabilidade de que a metade deles tefia algunha materia suspensa de
ESO?

Solucioén:

Tratase dunha distribucion binomial: 1°) en cada proba hai dous uUnicos resultados: ter
algunha suspensa ou non, 2°) o resultado de cada proba é independente do anterior,

3°) a probabilidade de atopar un alumno con algun suspenso é constante p = 0,4.

E, polo tanto, unha distribucién binomial de parametros n =6 e p =0,4, B(6; 0,4).

A mitade de 6 é 3, a probabilidade buscada é

[
Plx = 3]:[ 3}- 04°.06° =02765

Nota: Cando os datos dun problema de distribucién binomial non son extravagantes,
n<10, e p é un numero multiplo de 0,05, entén os valores da funciéon de
probabilidade estan tabulados. O resultado deste exemplo leriase asi na taboa de a
distribucion binomial ao final da unidade:

p
n o x 04
\!
6 0
1
2| ..
3| — 027648

Comprobar os resultados dos exemplos coa taboa da distribucion binomial.

13
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5. Distribucions de probabilidade dunha
variablle aleatoria continua. A distribucion
norma

5.1. Funcions de densidade

Ao igual que as variables estatisticas continuas, as variables aleatorias continuas
toman valores reais en certo intervalo. As variables aleatorias continuas tefen
asociadas unha funcion de probabilidade que se chama funcién de densidade. Ainda que
desempefian 0 mesmo labor, existe unha gran diferenza entre a funcién de
probabilidade dunha variable aleatoria discreta e a funcidon densidade dunha variable
aleatoria continua.

Se f(x) € unha funcién de densidade dunha variable X, entén ten as seguintes
caracteristicas:

1°) f(x) = 0, para todo x

2°) A area entre a grafica de f(x) e o eixe de abscisas é 1.

3°) A probabilidade P[X = x] =0, para calquera valor, x, da variable aleatoria X.

4°) Afuncion densidade sé permite calcular probabilidades de intervalos
Pla<X<b]=area limitada por f(x) e [a, b] e como P[X=a] =P[X=b]=0, entdon
Pla<X<b]=Pla+X+b]*

Por este procedemento, calcular probabilidades equivale a calcular areas como a da
rexiéon sombreada da figura

e isto obriganos a resolver integrais, o que excede o nivel deste curso.
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5.2. A distribucion normal

Unha variable aleatoria continua, X, dise que estd normalmente distribuida ou
que segue unha distribucibn normal de media p e desviaciéon tipica o, e
simbolizase por N(u, ¢), se a sua funcion densidade ten esta aparencia:

-2
f(x) = —t=e 2? con—oo < X <
Yo

o2

A pesar da sua aparencia temible, a grafica desta funcién ten a forma dunha campa,
chamada campa de Gauss, e é como a da figura:

y

X

Na formula de f(x) observamos que depende de p e de o; e un cambio nestes
parametros provoca unha deformacion da campa. Cando ¢ aumenta a curva é mais
achatada, ao estar mais dispersos os valores da variable; pola contra, cando ¢ é
pequeno a dispersion € menor e a grafica € mais esvelta, dado que os valores

concéntranse arredor da media. Na figura debuxamos as funciéons de densidade de
N(0,1), N(0,1/2) e N(4,2).

N{0,1/2)

N4, 2)

Esta funcidon densidade ten algunhas caracteristicas interesantes:

15
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1°) Alce}nz'a un maximo no punto M, gy !
2°) E simétrica respecto a recta x 4=

3°) Ten dous puntos de inflexibnen x=p-ce x=p +o

4°) A area limitada pola grafica de f (x) e o eixe de abscisa é 1, e como é
simétrica respecto & recta x =u; a dereita de p limita unha area de 0,5 e a

esquerda de p, tameén.

5.3. Tipificacion da variable

Se X esta normalmente distribuida, a probabilidade de que X tome un valor menor
ou igual que x é a area da rexidon sombreada na figura

P[X <=x] = area sombreada na figura

X

O calculo desa area faise mediante unha integral, pero afortunadamente os valores
destas integrais estan tabulados; naturalmente non hai unha taboa para cada N(u, o), que
son infinitas. Pero si hai unha taboa para N(0,1).

Enton para achar P [X <x], con X, N(u, o), transformamos a variable X noutra, que
simbolizaremos por Z, que sexa N(0,1). Esta transformacion chamase tipificacion da
variable. En realidade, consiste en duas operacions:

1°) Trasladar a grafica de f(x) ata que o eixe de ordenadas sexa o eixe de

simetria.
2°) Achatar ou estirar a grafica ata que ¢ sexa 1.

Estas operacidns reducense a cambiar a variable X por Z, onde:

Esta transformacion chamase tipificacion da variable, e cimprese que:

PD{EF]:P[ME x—H I=P|:Ec_)"—_,ui|
o o 0
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Veremos primeiro as taboas de Z, N(0,1), e logo nos exemplos como
calculamos probabilidades nunha normal calquera.

5.4. Calculo de probabilidades coa taboa N(0,1)

Estudaremos os diferentes casos que se poden presentar no manexo das
taboas da N(0,1), que aparecen ao final da unidade.

1. P[Z <1,58] =0,9429

-2 155 2

O numero 0,9429 aparece na taboa na interseccion da fila que empeza
por 1,5 e a columna que encabeza 0,08; e significa que o 94,29%

dos valores de Z estan comprendidos entre —oo y 1,58.

2. P[Z 20,46]=1- P[Z<046]=1- 0,6772 =0,3228

-2 0,46 2

Na grafica vemos que a probabilidade buscada corresponde a area
sombreada e é igual a area total, 1, menos a area de P[Z<0,46]

3. P[Z<=-1,79]= P[Z>=1,79]=1-P[Z<1,79]=1-0,9633=0,0367

2 -1,79 179 2

Na grafica observamos que por simetria a area P[Z<-1,79] é igual que
P[Z > 1,79]

4. P[z>-1,79]=Hz< 1,79] =0,9633
17
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Por simetria a area de P[Z > -1,79] é igual que P[Z <1,79]

2 47 2 1,79

5. P[0,35<Z<2,54]=P [ Z < 2,54]-P[Z< 0,35] = 0,9945 -0,6368 =0,3577

-2 035 2 254

A area de P[0,35 < Z < 2,54] é a diferenza entre a drea P[Z <2,54] e a
area P[Z <0,35]

6. P[-0,89 <Z <1,98]=P[Z< 1,98]-P[Z <-0,89] = P[Z <1,98] - (1-P[Z
<0,89]) = 0,9761- (1- 0,8133) = 0,7894

-0,89 1,98

7. P[-0,89 <Z <-0,25]=P[0,25< Z < 0,89]=P[Z< 0,89]- P[Z <0,25]=0,8133-
0,5987= 0,2146

fale]a) falis] NDOE _Alao
+=0;89-+-6;23 — b;25—0,89

simetria, as areas do intervalo negativo e do positivo son iguais.
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Exemplos

14. Calcula a) P[Z<0,75], b)P[Z<-0,75], c)P[Z>0,75] vy d)P[Z>-0,75]
Solucion:
a) P[Z<0,75] =0,7734, b) P[Z<-0,75] = P[Z<-0,75] =1-P[Z<+0,75]
=1-0,7734 = 0,2266, c¢) Por simetria P[Z>0,75] = 0,2266,

d) P[Z>-0,75] = P[Z< 0,75] =0,7734
15. Calcula a) P[0,75 < Z2<2,12], b) P[- 0,75 < Z < 2,12]
Solucion:
a) P[0,75 < Z<2,12] = P[Z < 2,12] - P[Z <0,75] =0,9830 - 0,7734 =0,2096,
b) P[-0,75<Z<212]=P[Z<2,12] - (1 - P[Z<+0,75]) =0,9830 - 0,2266 =0,7564.

16. Se X é unha variable aleatoria que segue unha distribucion N(60,12), calcula: a) P[X <65],
b) P[X >65], c) P[45 <X <= 65]
Solucién:

Os numeros que aparezan ao tipificar, redondeamolos a duas cifras decimais.

a) P[X < 65] =P[X 1‘25[:' < EE’&“}:P{Z < %]: plz<042]) = 0,6628,

b) P[X>65] :P[% > @} = P[Z ::-%]:P[E >042] =1-P[Z <042]=1-06628 =0,3372.
45-60 X —60 _65-60
L =
12 12 12
=PZ<042]-Plz < 125]=P[Z <042]-(1—P[Z <125])=10,6628—0,1056 = 0 5572.

) P[45dzﬁﬁ]=P[ ]=P[—1,25<:zsn,42]=

17. Sabendo que X é unha variable aleatoria que segue unha distribuciéon N(10,3),
calcula o valor de x en cada caso: a) P[X <x] =0,9761, b) P[X <x] =0,5714

Solucion:

a) Como P[X <x] = 0,9761 = P[(X-10)/3 < (x-10)/3]=P[Z<z]; de P[Z<Z] =0,9761, descubrimos
o valor de z con axuda das taboas e resulta que a 0,9761 correspondelle 1,98, logo z =
1,98. Dado que z=(x-10)/3 =0,98 , despexando x obtemos x =3-1,98 +10=15,94

b) Como P[X < x] =0,5714 = P[(X-10)/3 < (x-10)/3]=P[Z<z]; de P[Z<Z]=0,5714, descubrimos
o valor de z con axuda das taboas e resulta que a 0,5714 correspéndelle 0,18, logo z=0,18.

Dado que z=(x-10)/3 =0,18 despexando x obtemos x =3-0,18+10=10,54

18. As estaturas de 600 alumnos dun colexio distribluense normalmente con media 148
cm e desviacion tipica 12 cm. Calcular cantos alumnos non alcanzan os 160 cm e cantos
hai cuxo talle estda comprendida entre os 140 e os 160 cm. Que intervalo centrado en
148 contén o0 60% dos alumnos?

19
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Solucion:

As estaturas distribuense segundo unha N(148, 12). En primeiro lugar pidennos: P[X<160]
e P[X'<160] =P[(X}{148)/12 < (160 — 148)/12] = P[Z<1] =0,8413 ¢ dicir, 0 84,13% dos
alumnos nonchega aos 160 cm. bomo 0 84,13% de 600 é 0,8413 - 600 =504,7
truncada a parte decimal, podemos dicir que 504 alumnos non chegan aos 160 cm de

altura.
En segundo lugar, P[140 < X< 160]=P[X<160] - P[X<140]=0,8413 -P[Z<-0,66] =
=0,8413 - (1-0,7454) = 0,5867.

E dicir, 0 58,67% ten unha altura no intervalo [140,160] e como 0,5867 -600=352,02, hai 352
alumnos cuxo talle dos cales esta comprendida entre os 140 e os 160 cm.

Por ultimo, temos que calcular un numero c tal que P[148 -¢ <X'<148 +¢]=60% =0,6

Graficamente

_// 20% 30% 0% 0%
X

148-¢ 143 14E+C

En consecuencia, P[X < 148 +c] =60% +20% =0,6 + 0,2 =0,8
E tipificando P[Z<(148+c-148)/12 ] = P[Z<c/12]=0,8
Nas taboas N(0,1) vemos que o mais préximo a 0,8 € 0,7995 e corresponde z=0,84,polo

tanto despexando ¢ = 0,84-12= 10,8. O intervalo que contén ao 60% dos alumnos é
polo tanto [148 -10,08, 148 +10,08] = [137,92; 158,08].

5.5. Aproximacion da binomial por a normal

Se n é grande o calculo de probabilidades nunha distribucién binomial B(n,p) pode
ser demasiado laborioso. Cando isto acontece a distribucion binomial pddese
aproximar por unha normal, pero cales son os parametros desta distribuciéon normal?

Pddese demostrar que cando n € suficientemente grande a distribucion
binomial B(n, p) pédese aproximar pola normal

N(n-pin-p(l—p)

E evidente que estas condiciéns acontecen canto maior sexa n e canto
mais preto estea p de 0,5.
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Exemplos

19. Sabese que un determinado farmaco produce efectos secundarios no
20% dos enfermos que se tratan con el. Tomase unha mostra de 50 enfermos
aos que se lles administra o farmaco. Cal é a probabilidade de que haxa como
maximo 8 enfermos que sufran efectos secundarios?

Solucion:

A probabilidade buscada é

50 50 . 50
P[){g&]:{ﬂ }J,aﬂ +{1 }J,z-ﬂ,sﬂ__. +[a }],23-1],8“

E obvio que calcular os oito sumandos e logo sumar é traballoso.
Comon-p=50-0,2=10>5e n-(1-p)=50-0,8=40>5, podemos aproximar a
B(50; 0,2)

pola variable aleatoria Y que segue unha distribucion

N(50-0,2;150-0,2-0,8)= N(10,2,82)

entdn, como a variable X é discreta e Y continua facemos unha correccion de 0,5,
e resulta de modo aproximado que
¥ —10 < 85-10

Pl <8]=P[¥ <8+05]=p| =10 S2—10
<8]=Ply <8+05] [2,32 282

]:P[E <-053] =1-0,7019 = 0,2981.

Cando sexa necesario calcular unha probabilidade puntual, que si é posible facer
nunha binomial, procedemos asi:

P[X =k]=Hk -0,5<Y<k +0,5]

21
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Taboa da distribucion binomial

0.01]

0.05]

0.1]

0.5

0.2|

0.25]

0.3

0.35]

0.4]

0.45]

0.5 ]

w N - O

(& 2 B N S S B~ w D -~ o

oD O AW N O

0.99000
0.01000

0.98010
0.01980
0.00010

0.97030
0.02940
0.00030
0.00000

0.96060
0.03881
0.00059
0.00000
0.00000

0.95099
0.04803
0.00097
0.00001
0.00000
0.00000

0.94148
0.05706
0.00144
0.00002
0.00000
0.00000
0.00000

0.95000
0.05000

0.90250
0.09500
0.00250

0.85738
0.13538
0.00713
0.00013

0.81451
0.17148
0.01354
0.00048
0.00001

0.77378
0.20363
0.02143
0.00113
0.00003
0.00000

0.73509
0.23213
0.03054
0.00214
0.00008
0.00000
0.00000

0.90000
0.10000

0.81000
0.18000
0.01000

0.72900
0.24300
0.02700
0.00100

0.65610
0.29160
0.04860
0.00360
0.00010

0.59049
0.32805
0.07290
0.00810
0.00045
0.00001

0.53144
0.35429
0.09842
0.01458
0.00122
0.00005
0.00000

0.85000
0.15000

0.72250
0.25500
0.02250

0.61413
0.32513
0.05738
0.00338

0.52201
0.36848
0.09754
0.01148
0.00051

0.44371
0.39150
0.13818
0.02438
0.00215
0.00008

0.37715
0.39933
0.17618
0.04145
0.00549
0.00039
0.00001

0.80000
0.20000

0.64000
0.32000
0.04000

0.51200
0.38400
0.09600
0.00800

0.40960
0.40960
0.15360
0.02560
0.00160

0.32768
0.40960
0.20480
0.05120
0.00640
0.00032

0.26214
0.39322
0.24576
0.08192
0.01536
0.00154
0.00006

0.75000
0.25000

0.56250
0.37500
0.06250

0.42188
0.42188
0.14063
0.01563

0.31641
0.42188
0.21094
0.04688
0.00391

0.23730
0.39551
0.26367
0.08789
0.01465
0.00098

0.17798
0.35596
0.29663
0.13184
0.03296
0.00439
0.00024

0.70000
0.30000

0.49000
0.42000
0.09000

0.34300
0.44100
0.18900
0.02700

0.24010
0.41160
0.26460
0.07560
0.00810

0.16807
0.36015
0.30870
0.13230
0.02835
0.00243

0.11765
0.30253
0.32414
0.18522
0.05954
0.01021
0.00073

0.65000
0.35000

0.42250
0.45500
0.12250

0.27463
0.44363
0.23888
0.04288

0.17851
0.38448
0.31054
0.11148
0.01501

0.11603
0.31239
0.33642
0.18115
0.04877
0.00525

0.07542
0.24366
0.32801
0.23549
0.09510
0.02048
0.00184

0.60000
0.40000

0.36000
0.48000
0.16000

0.21600
0.43200
0.28800
0.06400

0.12960
0.34560
0.34560
0.15360
0.02560

0.07776
0.25920
0.34560
0.23040
0.07680
0.01024

0.04666
0.18662
0.31104
0.27648
0.13824
0.03686
0.00410

0.55000
0.45000

0.30250
0.49500
0.20250

0.16638
0.40838
0.33413
0.09113

0.09151
0.29948
0.36754
0.20048
0.04101

0.05033
0.20589
0.33691
0.27565
0.11277
0.01845

0.02768
0.13589
0.27795
0.30322
0.18607
0.06089
0.00830

0.50000
0.50000

0.25000
0.50000
0.25000

0.12500
0.37500
0.37500
0.12500

0.06250
0.25000
0.37500
0.25000
0.06250

0.03125
0.15625
0.31250
0.31250
0.15625
0.03125

0.01563
0.09375
0.23438
0.31250
0.23438
0.09375
0.01563
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0.93207
0.06590
0.00200
0.00003
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.92274
0.07457
0.00264
0.00005
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.91352
0.08305
0.00336
0.00008
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.90438
0.09135
0.00415
0.00011
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

' XUNTA DE GALICIA

IES San Clemente

0.69834
0.25728
0.04062
0.00356
0.00019
0.00001
0.00000
0.00000

0.66342
0.27933
0.05146
0.00542
0.00036
0.00002
0.00000
0.00000
0.00000

0.63025
0.29854
0.06285
0.00772
0.00061
0.00003
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.59874
0.31512
0.07463
0.01048
0.00096
0.00006
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.47830
0.37201
0.12400
0.02296
0.00255
0.00017
0.00001
0.00000

0.43047
0.38264
0.14880
0.03307
0.00459
0.00041
0.00002
0.00000
0.00000

0.38742
0.38742
0.17219
0.04464
0.00744
0.00083
0.00006
0.00000
0.00000
0.00000

0.34868
0.38742
0.19371
0.05740
0.01116
0.00149
0.00014
0.00001
0.00000
0.00000
0.00000

0.32058
0.39601
0.20965
0.06166
0.01088
0.00115
0.00007
0.00000

0.27249
0.38469
0.23760
0.08386
0.01850
0.00261
0.00023
0.00001
0.00000

0.23162
0.36786
0.25967
0.10692
0.02830
0.00499
0.00059
0.00004
0.00000
0.00000

0.19687
0.34743
0.27590
0.12983
0.04010
0.00849
0.00125
0.00013
0.00001
0.00000
0.00000

M COMSELLERIA DE EDUCACION
E ORDENACION UNIVERSITARIA

0.20972
0.36700
0.27525
0.11469
0.02867
0.00430
0.00036
0.00001

0.16777
0.33554
0.29360
0.14680
0.04588
0.00918
0.00115
0.00008
0.00000

0.13422
0.30199
0.30199
0.17616
0.06606
0.01652
0.00275
0.00029
0.00002
0.00000

0.10737
0.26844
0.30199
0.20133
0.08808
0.02642
0.00551
0.00079
0.00007
0.00000
0.00000

FOMDD S0CIAL
EURCPED

0.13348
0.31146
0.31146
0.17303
0.05768
0.01154
0.00128
0.00006

0.10011
0.26697
0.31146
0.20764
0.08652
0.02307
0.00385
0.00037
0.00002

0.07508
0.22525
0.30034
0.23360
0.11680
0.03893
0.00865
0.00124
0.00010
0.00000

0.05631
0.18771
0.28157
0.25028
0.14600
0.05840
0.01622
0.00309
0.00039
0.00003
0.00000

0.08235
0.24706
0.31765
0.22689
0.09724
0.02500
0.00357
0.00022

0.05765
0.19765
0.29648
0.25412
0.13614
0.04668
0.01000
0.00122
0.00007

0.04035
0.15565
0.26683
0.26683
0.17153
0.07351
0.02100
0.00386
0.00041
0.00002

0.02825
0.12106
0.23347
0.26683
0.20012
0.10292
0.03676
0.00900
0.00145
0.00014
0.00001

Flataforma.educativa
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0.04902
0.18478
0.29848
0.26787
0.14424
0.04660
0.00836
0.00064

0.03186
0.13726
0.25869
0.27859
0.18751
0.08077
0.02175
0.00335
0.00023

0.02071
0.10037
0.21619
0.27162
0.21939
0.11813
0.04241
0.00979
0.00132
0.00008

0.01346
0.07249
0.17565
0.25222
0.23767
0.15357
0.06891
0.02120
0.00428
0.00051
0.00003

0.02799
0.13064
0.26127
0.29030
0.19354
0.07741
0.01720
0.00164

0.01680
0.08958
0.20902
0.27869
0.23224
0.12386
0.04129
0.00786
0.00066

0.01008
0.06047
0.16124
0.25082
0.25082
0.16722
0.07432
0.02123
0.00354
0.00026

0.00605
0.04031
0.12093
0.21499
0.25082
0.20066
0.11148
0.04247
0.01062
0.00157
0.00010

0.01522
0.08719
0.21402
0.29185
0.23878
0.11722
0.03197
0.00374

0.00837
0.05481
0.15695
0.25683
0.26266
0.17192
0.07033
0.01644
0.00168

0.00461
0.03391
0.11099
0.21188
0.26004
0.21276
0.11605
0.04069
0.00832
0.00076

0.00253
0.02072
0.07630
0.16648
0.23837
0.23403
0.15957
0.07460
0.02289
0.00416
0.00034

0.00781
0.05469
0.16406
0.27344
0.27344
0.16406
0.05469
0.00781

0.00391
0.03125
0.10938
0.21875
0.27344
0.21875
0.10938
0.03125
0.00391

0.00195
0.01758
0.07031
0.16406
0.24609
0.24609
0.16406
0.07031
0.01758
0.00195

0.00098
0.00977
0.04395
0.11719
0.20508
0.24609
0.20508
0.11719
0.04395
0.00977
0.00098

23



0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0
3,1
3,2
3,3
3,4
3,5
3,6
3,7
3,8
3,9
4,0

NN XUNTA DE GALICIA
:f: COMSELLERIA DE EDUCACION

E ORDEMACION UNIVERSITARLA
IES San Clemente

0
0,5000

0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713
0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981
0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

FOMDO BOCIAL
EURCPED

Pla

Ttﬂn‘-:-rm?l educativa
da farmacion a distancia

wiww.iessanclemente. net

Taboa da distribucién normal, N(0,1)

0,01
0,5040

0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920
0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982
0,9987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,02
0,5080

0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726
0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922
0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982
0,9987
0,9991
0,9994
0,9995
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,03
0,5120

0,5517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236
0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732
0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925
0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983
0,9988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,04
0,5160

0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264
0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251
0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738
0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927
0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984
0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,05
0,5199

0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289
0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265
0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744
0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929
0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,06
0,5239

0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750
0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931
0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,07
0,5279

0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340
0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292
0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756
0,9808
0,9850
0,9884
0,9911
0,9932
0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,08
0,5319

0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365
0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306
0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761
0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934
0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,09
0,5359

0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000



