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Na presente Unidade estudamos a monotonia (crecemento e decrecemento das

funciéns), asi como os seus maximos e minimos, estes conceptos tefien moitas
aplicacions en economia xa que aparecen ligados aos conceptos custo minimo e
maximo producion; o estudo da monotonia e dos maximos e minimos das funciéns
realizase con facilidade despois do concepto de derivada estudado na Unidade

anterior.

Utilizaranse os conceptos de maximos e minimos para resolver problemas de
optimacion.

Unha vez adquiridos os cofiecementos anteriores, aplicarémolos & representacion
de funciéns, xa que as graficas nos achegan unha vision rapida e clara do

comportamento das funciéns
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1. Crecemento e decrecemento das
funcions

Ao percorrer de esquerda a dereita a grafica da funcion representada debaixo do
texto obsérvase que vai cara a arriba; € dicir, o valor da ordenada da funcién crece. E
un exemplo de funcién crecente.

A&

Unha funcién f é crecente nun intervalo (a, b)
cando para calquera parde valores x, e X, do
intervalo, tales que x; < X,, cumprese que f(x,) < f(x2)
f(xy).

Se coas condicions para a variable x;, < X,,
cumprese a desigualdade estrita para a funcion; f':x1}
é dicir f(x,) < f(x,) dise que a funcion é
estrictamente crecente.

Na grafica da funcién representada debaixo do a X1 X2 b
texto, obsérvase o contrario; € dicir, ao
percorrer a grafica de esquerda a dereita o valor da ordenada da funcién decrece, é

un exemplo de funcién decrecente.

4 Unha funcién f é decrecente nun intervalo (a,
_ b) cando para calquera par de valores x;e x,do
f(xq) p---—== intervalo, tales que X;< X,, cumprese que f(x,)

> £(X,).
F(%2) |- b .

Como no caso anterior, se para X, < X, a
desigualdade é estrita para os valores da
funcion; é dicir f(x,) > f(x,) dise que a funcién &
estritamente decrecente.

Cando as funcibns son crecentes ou
a X1 x2 b decrecentes en todo o dominio, chamamolas
funcioéns monaétonas. As funciéns

representadas na graficas anteriores son funciéns monaotonas.

Exemplos
1. Estudar o crecemento e decrecemento da funcion y = x2.

Solucién:

Tomanse dous puntos X, < X, < 0 do intervalo (-,0); elévase
ao cadrado a desigualdade e tense en conta que os valores
son negativos; polo tanto x,>> X, 0 que indica que a funcién é
decrecente no devandito intervalo.

Toémanse dous puntos 0 < x, < X, do intervalo (0, «); elévase ao

cadrado a desigualdade e resulta x,°< X%, 0 que indica que a —j
funcién é crecente no devandito intervalo. -2

2



AW XUNTA DE GALICIA %
:f: COMSELLERIA DE EDUCACION [ e

E ORDENACION UNIVERS ITARLA FOMDO SOCIAL
IES San Clemente EURCPED

Pl’ithf |m’1 educativa
latormacion a i ||at'_'||'l ia

wiwwiessanclemente.net

2. Extremos das funcions: maximos e

minimos

Ao percorrer de esquerda a dereita a grafica a funcion f definida no intervalo

pechado [a, b,] e representada aqui pdédese observar:

O valor f(a) € o menor valor que toma a funcién no intervalo [a, b,]
O valor f(x;) € o maior valor que toma a funcién no intervalo [a, b,].

Os valores f(a) e f(x;) son os extremos absolutos da funcién f no intervalo [a, b]; f(a)
€ 0 minimo absoluto e f(x;) € o maximo absoluto da funcién f. A partir destas

observacions definimos:
f(x3)

f(x4)
f(x2)

f(a) f(b)

a Xq X2 X3 b
Exemplo

Unha funcién presenta un
maximo absoluto en x, se
f(x)<f(x,) para calquera x
gque pertenza ao dominio.

Unha funcién presenta un
Minimo absoluto en x, se
f(x)>f(x,) para calquera x
que pertenza ao dominio.

2. Representa graficamente a funcién y = x*- 2x - 8 e calcula os seus maximos e

minimos absolutos no intervalo [0, 5]

Solucién:

Represéntase a funcion, neste caso é unha parabola
CUXO Veértice é x = 2/2=1ey =-9; o vértice é 0

punto (1, -9)

Danse valores a x para construir unha taboa

x |0 |1 |2 |3
y |8 |-9 |-8 |-1

O méaximo absoluto atépase en x=5 e o seu valor é
y=17.

O minimo absoluto atdpase no vértice e diciren x =
leoseuvaloréy=-9
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Outras observaciéns da primeira figura deste apartado son:
O valor f(x,) € maior que todos os valores proximos a el.
O valor f(x,) € menor que todos os valores proximos a el.
O valor f(xs;) € maior que todos os valores proximos a el.
Os valores f(x,), f(x,) e f(x;) son extremos relativos da funcion f no intervalo [a, b,].

Os valores f(x,) e f(x;) son maximos relativos e o valor f(x,) € un minimo
relativo de A partir destas observacions definimos:

Unha funcion f presenta un maximo relativo en x, se existe un intervalo
aberto | que contén a x,; tal que o valor f(x,) € maior que o valor que toma a
funcién no intervalo citado I.

Unha funcion f presenta un minimo relativo en x, se existe un intervalo aberto
| que contén a X,; tal que o valor f(x,) € menor que o valor que toma a funcién
no intervalo citado |.

Exemplo

3. Calcula os maximos e minimos relativos da funcién y = -x*- x + 6 no intervalo
[-2, 3]. Indica se algun deles é absoluto.

{-1/2, 25:4)

Solucién:

z

Debuxase a funcion, neste caso é unha parabola de
vertice x=-1/2 e y =25/4; o vértice é o punto (-1/2, 25/4)

Danse valores a x para construir unha taboa.

X -2 -1 0 1 2

y | 4 | 6| 6| 4|0 2

Ten un maximo relativo que é o vértice en (-1/2, 25/4)

Non ten minimo relativo.
O maximo relativo é tamén maximo absoluto.
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3. Funcidns derivables

Se as funcions obxecto de estudo admiten derivada, o comportamento da funcién
derivada facilita o estudo da monotonia, e dos extremos da funcion.

3.1.Crecemento e decrecemento para funcions
derivables

A gréfica da figura adxunta corresponde a 1
unha funcion crecente e derivable no
intervalo (a, b); sobre ela aparecen
debuxadas algunhas tanxentes; obsérvase
gue todas as rectas tanxentes forman un
angulo agudo coa direccion positiva do
eixe de abscisas, 0 que indica que as slUas
pendentes son positivas, e tamén a
derivada da funcién, o que nos permite
afirmar:

Unha funcién f crecente e derivable nun
intervalo (a, b) ten a stia derivada positiva.

Por outra parte, se para un punto da curva de abscisa x = x,de (a, b) cimprese

T Ay . Ay
que Y (%) =lim < >0 debe acontecer que o cociente; sexa

Ax-0
positivo para valores suficientemente pequenos de Ax e como
Ay = f(X,+ h) — f(x0)> 0 € Ax = X, + h - x>0, a funcién f ten que ser crecente; polo
gue podemos afirmar:

Se a derivada fI(x) > 0 nun intervalo (a, b), a funcion f(x) sera crecente no
devandito intervalo.

Andélogo estudo pédese facer sobre unha funcion f derivable e decrecente no
intervalo (a, b); para concluir:

Unha funcién f decrecente e derivable
nun intervalo (a, b) ten a sla derivada
negativa.

Reciprocamente:

Se a derivada f'(x) <0 nun intervalo (a, b),
a funcion f(x) ser4 decrecente no
devandito intervalo.
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3.2. Maximos e minimos para funcions
derivables

A figura seguinte representa unha funcion f cun maximo en x = x, € un minimo en x
= X,, ambos os dous relativos. Neles obsérvase que a tanxente € horizontal e polo
tanto a derivada € nula, que € a condicién necesaria de extremo.

A

Y

o No caso do maximo a funcién pasa de crecente en (a, x,) (derivada
positiva) a decrecente en (x,, X,) (derivada negativa), que é a condicién
suficiente de maximo.

o No minimo a funciébn pasa de ser decrecente en (Xx;, X,) (derivada
negativa) a crecente en (X,, b) (derivada positiva), que € a condicién suficiente
de minimo.

Isto permitenos afirmar:
e Sef é derivable e admite un extremo relativo nun punto enton a
derivada nese punto € nula.

e Seopuntoéunmaximo,aderivadaaesquerdaé positivae a dereita
€ negativa.

e Se 0 punto & un minimo, a derivada & esquerda é negativa e a
dereita é positiva.

Desta forma, a derivada dunha funcién proporciona un estudo rapido da funcién
como se indica no exemplo seguinte.

Se ben é certo que coa derivada primeira se pode realizar o estudo de extremos
relativos; convén as veces aplicar a derivada segunda, con ela a regra para
determinar os extremos relativos € a seguinte:

1°. Calculanse os valores que anulan a derivada primeira e estes valores
substitiense na derivada segunda:

2°. Se y”> 0 atopamonos ante un minimo; se y “<0 o punto é un maximo.

Exemplos

4. Calcular os intervalos de crecemento e decrecemento; 0S maximos € minimos
relativos da funcién: f(x) = 2x® + 3x*- 12x.

Solucién: Funcion derivada: f'(x) = 6x? + 6x - 12.

Puntos onde se anula a primeira derivada: 6x*+ 6x - 12 =0; X*+x-2=0
Soluciéns: x,=-2 e x,= 1.
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Constriese unha tdboa na que se divide a recta real en intervalos que tefien
como extremos os valores que anulan a derivada (-, -2) U(-2, 1) U(1,).
Collendo un punto arbitrario destes intervalos e substituindoo en f'(x) calculamos o
signo de f I(x).

X «—2—> 0- 1-
f1(x) + - +
f(x) crecente decrecente crecente

A funcion pasa de crecente en (-0, -2) a decrecente en ( -2, 1); polo tanto en x =
-2 a funcion presenta un maximo relativo de valor f(-2) = 4.

Mediante a segunda derivada: f“(x) =12x + 6;  fll(-2) =-18 <0 (m&ximo)

A funcion pasa de decrecente en (-2, 1) a crecente en (1, «,); polo tanto a
funcion presenta un minimo relativo en x = 1 de valor f(1) = -7.

Mediante a segunda derivada: f"(x) =12x + 6;  f“(1) =18 >0 (minimo)
Funcion é crecente en (-, -2) U (1, ) e decrecente en (-2,1).
5. Calcular os intervalos de crecemento e decrecemento; 0os maximos e
minimos relativosda funcion:

Solucién:
Resolvemos a ecuacion 1-x?= 0 para calcular o dominio da funcion.

Dominio da funcién: D =R - { -1, 1}

Funcion derivada:  7(y) = A(1-x*)—x*(-2x) _ -2’ +2¢° _

(1-x%)? =X (4-x?

Puntos onde se anula a primeira derivada: 2x =0 ->x =0

Constriese unha tdboa na que se divide a recta real en intervalos con
extremos os valores onde a funcion non esta definida e os valores que
anulan a derivada.

X «—-1> 0— 1->
f1(x) - . + +
f(x) decrecente decrecente crecente crecente

A funcion pasa de ser decrecente en ( -1, 0) a crecente en (0, 1); polo tanto en
x =0 a funcién presenta un minimo.

O criterio da derivada segunda neste caso non é demasiado util. Funcion é
crecente en (0, 1) U (1,») e decrecente en (-, -1) U (-1,0)

4. Problemas de maximos e minimos

Os maximos e minimos tefien aplicacion nos problemas de optimizacién que se
presentan con frecuencia tanto en matematicas coma noutras ciencias. Paga a
pena destacar a stUa aplicaciobn en economia para determinar os minimos de
custo en producion e os maximos en beneficios.
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6. Calcular as dimensions do rectangulo de area maxima o perimetro do cal
sexa de 40 cm. Calcular dita area.

Solucién:

Neste problema temos que atopar o maximo da | Y
funcion area .

Se x é a base e y a altura dun rectangulo a sua
area sera: A(X,y) =xy

Como estamos ante unha funcion de duas variables, intentamos atopar unha
relacion entre as duas variables neste caso € o perimetro dos rectangulos:

X

40 = x + 2y
de onde: y=20-x

Substitiese este valor na funcién area: A(x) = x(20 -x) = 20x - X

Tratase de atopar os maximos desta funcion; para a que se calcula a funcion
derivada: A’ (x) =20 - 2x.

Igualase a cero: 20 - 2x = 0; solucion x =10
Derivada segunda:A”(x) =-2, como € negativa a area sera maxima para
x=10ey =10
Resulta que, de todos os rectangulos con igual perimetro, o que ten maior area é
o cadrado: A=10-10 =100 cm?

7. Recortando cadradifos de cada esquina de cartdbns rectangulares de
dimensiébns 12 e 16 cm. podense construir caixas sen tapa. Calcular as
dimensiéns deses cadradifios, para que o volume das caixas sexa maximo. Canto
vale o devandito volume?

Solucién:

X .
X Estratexia: Cando estamos ante problemas
X xeomeétricos convén realizar debuxos.

Da figura dedlcese que a caixa é unha
paralelepipedo; o seu volume é area da base
pola altura, no noso caso:

V = (16 - 2x)(12 - 2X)X.

® Opérase: V = 4x3®- 56x%+ 192x

X X Neste caso, a funcibn a maximizar
unicamente contén unha variable, polo que non se necesita buscar unha relacion.

V’'=12x%-112x + 192.

Os ceros da derivada primeira seran os posibles maximos ou minimos da funcién
volume: 12x*- 112x + 192 = 0; simplificando, queda, 3x?- 28x + 48 =0
Soluciéns: x,=7,21 e X,=2,26

Dadas as condiciéns do problema, a Unica solucién valida é 2,26, posto que non se
poden cortar cadrados de 7,21 cm en cartdéns rectangulares de 12 cm de altura.
V'=24x - 112. Para x = 2,26, "Il =24 - 2,26 - 112 < 0, logo para este valor de x o
volume é maximo.

Valor do maximo: V = (16 -2 - 2,26) (12 -2 - 2,26) 2,26 =194,06 cm?

7
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5. Concavidade e convexidade: puntos
de inflexion:

Se se observa na figura situada abaixo a variaciéon das derivadas, € dicir, as

pendentes das tanxentes a curva ao percorrela de esquerda a dereita,
podese afirmar que:

* Entre A etre Entre A e X; as pendentes son positivas e decrecentes ata
anularse en X; a partir deste punto, as pendentes son negativas e decrecentes
ata X, onde alcanza o valor negativo mais pequeno (un minimo).

* A partir de X, as pendentes sendo negativas crecen de novo ata anularse en Xs,
a partir deste punto faise positivo e crecente ata X, onde alcanza o valor maximo,
a partir deste valor a pendente volve a decrecer ata B.

A partir das observacions realizadas estidase a curvatura das funcions, que pode
ser de dous tipos diferentes:

* No arco AX,, a derivada primeira decrece e a curva dise que é concava.

* Os puntos X, e X,onde a curva cambia de curvatura e a funcién derivada primeira
alcanza un minimo e un maximo respectivamente chamanse puntos de inflexion.

O crecemento e o decrecemento da derivada
primeira f' permitiunos caracterizar a curvatura; o

13 signo da funcion derivada segunda f “, como
derivada da funcién f'nos permite afirmar:

» Se f" é positiva, a funcién f’sera crecente e a

10 .
curva convicta.

« Se f"€ negativa, a funcion F serd decrecente e a
curva concava.

-2 2 8

-3
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Para que haxa puntos de inflexion, é condicion necesaria que se anule a derivada
segunda; esta condicion non é suficiente. Por exemplo a funcion

y = X‘representada ao lado; ten a derivada primeira e segunda nula en x = 0 e non
ten punto de inflexion nel.

Exemplos

8. Estudar a curvatura e os puntos de inflexion da funcién y = x*-1.

Solucién:

Funcion derivada primeira: y ‘= 2x. Funcién derivada segunda: y ‘= 2.
A derivada primeira € crecente; a curva € convicta en todo R e non ten puntos de

inflexion.

9. Estudar puntos de inflexion da funcion y = x*+ 3x*- 9x + 8
Solucion:

Funcion derivada primeira: y'= 3x* + 6x - 9

Funcioén derivada segunda: y "= 6x + 6

A funcion derivada segunda anulase en: 6x + 6 = 0; a solucion x =-1 sera unha
posible

punto de inflexion. Collendo un punto arbitrario nos intervalos (-4, -1) e ( -1, -4)
e substituindo en y”, calculamos o signo de y”.

X «— -1 -
yII - +
y céncava convicta

A funcion é céncava en (-, -1) e convicta ( -1,)
A funcién presenta en x = -1 un punto de inflexion céncavo - convicto. De pendente

y'=3(-1)%+6(-1)-9=12evalory = (-1)3+ 3(-1)>- 9 (-1) +8 =19; | = (-1, 19)

2

10. Estudar a curvatura e os puntos de inflexion da funcion f{x) = P

Solucién:
Dominio da funcién: R - { -2}.

Funcion derivada:
xX(x+2)—x* () _ 27 +4x—x* _ x* +4x
(x+2)° (x+2)° (x+2)

F(x) =

Derivada segunda:

{21+4}{x+2}2—(x2+4x}2{x+2) {21+4](x+2} (x +4x)2 8
(x+2)* (x+2)° T (x+2)°

f(x)=
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A derivada segunda non se anula en ningun punto, posto que o numerador
€ 8, por iso a funcion non ten puntos de inflexion, ainda que na taboa
consideremos o -2 nel a funcién non existe.

X «— -2 >
- +
concava convicta

7

y
y

A curva é concava en (-, -2) e convicta ( -2,0)

6. Representacion grafica de funcions
polindbmicas

As funciéns polinémicas son da forma y = p(x), onde p(x) indica un polinomio. As
seguintes funciéns son polinémicas:

a)y =3x+4, b)y =x*-x - 6; C)y=x-6x>+2x-1; d)y=x*-4x?
Os dous primeiros exemplos xa se representaron en unidades anteriores.

O primeiro y = 3x + 4 € unha funcién lineal, a sta gréfica é unha
recta; para representala determinanse dous dos seus puntos.

O segundo y = x? - X - 6 é unha funcién polindbmica de segundo
grao e a sUa grafica € unha parabola; para representala debes
recordar que o mais comodo é determinar o vértice da parabola e
para iso, cos cofiecementos que se adquiriron, calcllase

anulando a primeira derivada: 7 1
y'=2x-1=0; x=1/2 y=-25/4 2
O vértice maximo ou minimo atépase en V(1/2; 25/4) M
X - 12 >
y' . I + 0
y decrecente -25/4 crecente
Como a funcion pasa de crecente a decrecente o vértice é un minimo. -

Outros valores para representala obtéfiense a partir dos cortes cos
eixes ou con valores simétricos & abscisa do vértice.

6.1. Funcidns polindomicas de grao
superior a dous

Para representar as funciéns polinémicas p(x) de grao superior a dous débese ter
en conta:

¢ Que son funcioéns continuas en toda a recta real.

e Que tefien duas ramas infinitas, unha en +o e a outra en -
10
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e Débense localizar os extremos relativos.

e Se é posible atopar os puntos de cortes cos eixes.

Cos datos anteriores podese realizar un esbozo da curva con bastante
precision.

En consecuencia, para debuxar unha funcion polindmica y = p(x) de grao superior a
dous débense dar os seguintes pasos:
eCalcular: X"TO px) e M p(x)

X—>—00

eCalculase a funcion derivada y' = p'(x) e resolvese a ecuaciéon p'(x) = 0; as suas
soluciéns son posibles extremos relativos. Realizase o estudo do crecemento e
decrecemento de y = p(x) para ver que valores dos obtidos son extremos e se
son maximos ou minimos relativos. Calctlanse os valores que toman as
ordenadas.

eDeblxanse e Unense coas ramas do infinito e o resultado é a gréafica da funcion.

e Pddese determinar se existen cortes cos eixes.

Exemplos
11. Debuxar a grafica da funciony = (x - 2)* 10
Solucién:
Ramas do infinito:  lim (x =2)%3 = —c  lim (x = 2)3 = +cc 5

X—>—00 X—>00

Derivada da funcién: y ‘= 3(x-2)?

y'=0 » 3(x-2*=0—> x=2

Como a derivada primeira € positiva en todo a recta
real x =2 non é extremo.

Cortes cos eixes: (x-2)°=0 X=2

12. Debuxar a grafica da funciébn y = x® -2x?-5x + 6

Solucién: Ramas do infinito:

im (x3 —2x% —5x + 6) = —oo ;lim (X3 — 2x?2 —5X + 6) = 4+

X—>—00 X—00

Derivada da funcién: y'=3x?-4x -5
Os posibles extremos son as soluciéns da ecuacion: 3x?-4x-5=0

ﬂgzn
_ 4+./4> —4-3(-5) :4“% :2J_rm ] 3 ’

X
6 5 3 2_.J19
3

=-0,78

11
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Os posibles extremos atépanse nos puntos A(-0,78, 8,25) e B(2,12, -4,06).

X «— 0,78 —>50-> 2,12—
y’ + - - +
y crecente decrecente crecente

A partir da tdboa dedlcese que o punto A é un maximo relativo e o B € un minimo

relativo.

Os puntos de corte co eixe de abscisas obtéfiense ao resolver a ecuacion:

x3- 2x>-5x+ 6 =0;

aplicase Ruffini e como as solucions son enteiras obtense que a curva curta ao
eixe de abscisas en: x=-2;x=1x=23.

Represéntanse estes datos e ao unilos obtense a gréfica.

10 10

(-0.7,82) (0,7,82)

13.

\/

. (21,40 s (21,40

Debuxar a gréfica da funcién y = x*- 9x2

Solucién: Ramas do infinito:

im (x*=9x%)=c; im (x* —9x%)=

X——oe X—3+4oo

Derivada da funcién: y’'= 4x3- 18x
Os posibles extremos son as solucions da ecuacion: 4x° - 18x = 0; 2x(2x*-9) =0

de onde, x,=0, X,~-2,1 e x;~ 2,1.
Os posibles extremos son A(-2,1, -20,2); O( 0, 0) e B(2,1, -20,2)

X «—-21-> 00— 2,1
y’ - + - +
y decrecente crecente decrecente crecente

12
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Deducese que A é un minimo, O € un maximo e B é un minimo, todos eles relativos.
A curva curta ao eixe dos x nas solucions da ecuacion: x*- 9x? = 0; as solucions da cal
son x=0,x,=-3eXx=3.

Represéntanse estes datos e ao unilos obtense a gréfica.

| 40 || 40
rin] 0
bam  jom oo En o oo
-5 L 5 -5 5
L - WS -20
F24,-2021 | @4, -202) (24,20 | @4, -202)

4 3
14. Debuxar a gréfica da funcion Y = XT — X? —3x%+4

Solucién: Ramas do infinito:
lim (%—2—3—3x2+4) = oo ;lim (XTA—X?’—S—SXZ+4) = o0
X—>—0 X—>00
Derivada da funcion: y'= x*- x?- 6x
Posibles extremos son as soluciéns da ecuacion: x*- x2 - 6x = x(x*- x -6),
onde, x,=0, X,=-2 e X;= 3.
Os posibles extremos son A(-2, -1,2); O( 0, 4) e B(3, -11,7)

X «—-2-> 0-—> 3 -
Y’ - + - +
y decrecente crecente decrecente | crecente

Deducese que A é un minimo, O é un maximo e B é un minimo, todos eles

relativos

|I 10 10
m, 4yl mate

il /1\

[ 5 S 5
2,12} 2,13

= -5

=10 =10

2, 11,7 & -11.9
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