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UNIDADE 6 — OPERACIONES CON FUNCIONES.
FUNCIONES TRANCESDENTALES

1. Operacions con funcions

O conxunto de operacions que podemos realizar coas funcions, asi como as
regras que permiten efectuar as devanditas operacions, recibe o nome de alxebra de
funciéns. As funciéns, sempre que compartan o dominio, podemos sumalas, restalas,
multiplicalas, dividilas e, cando o dominio dunha contefia a imaxe doutra, compofielas. O
obxectivo deste apartado é estudar as catro primeiras, reservandolle a quinta un
apartado completo. A continuacién estudamos as catro primeiras operacions.

1.1 Suma de funcions f +g

A suma das funcions f e g € outra funcién que simbolizamos por f + g e definimos por
(f +9)(x) = f(x) + 9(x)

E dicir, para sumar duas funciéns sumamos os valores que toman as funcions en cada
punto; en Matematicas é equivalente falar de puntos ou de ndmeros reais, pois son
considerados sinénimos.

Exemplos

1. Dadas: f(X) = 4x-5 e g(X) = x*+7 = (f+g)(X) = 4X-5+ X*+7 = X*+4x+2
x24x+3

3 3
2. Dadas: f(x) = - e g(X) = x+1 = (f+g)(x) = - +Xx+1 = "

Parece claro que a adicion € conmutativaf+g=g + f.

1.2. Resta de funcions f - g

A resta das funciéns f e g € outra funcién que simbolizamos por f - g e definimos por

(f- 9)(x) = f(x) - 9(x)

Igual que antes, hai que restar as ddas funciéns punto a punto.

Exemplos

1. Dadas: f(x) = 4x-5 e g(X) = x*+7 = (f-g)(X) = 4X-5- (X*+7) = -X°+4x-12
3—x—x?2

2. Dadas: f(x) = % e gX) =x+1 = (f-g)(x) = z —(x+1) =

Observa que para restar cambiamos de signo todos os termos da funcidén que estan a
restar, e logo efectuamos as operacions pertinentes. Tamén se pode interpretar como
sumar a f a funcién oposta de g (a oposta de g é - g). Obviamente a diferenza non é
conmutativa.

1.3. Multiplicacion de funcions f -g

A multiplicacion das funcions f e g € outra funcion que simbolizamos por f - g e definimos
por
(f- 9)(x) = f(x) - g(x)

Multiplicaremos punto a punto, e para todo x do dominio comun.
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Exemplos

1. Dadas: f(x) = 4x-5 e g(x) = x*+7 = (f-g)(X) = (4x-5)- (x*+7) = 4x°-5x°+28x-35
3 3 3(x+1)
2. Dadas: f(x) = " egxX) =x+1l= (fo)(x) = " (x+1) =

O produto de funcions si é conmutativo f-g =g-f.

1.4. Division de funcions f/g

A division das funcions f e g é outra funciéon que definimos por
f) f(x)
=)(x) = —= seg(x)#0
)@ =12 sego

Dividiremos as funciéns punto a punto en todos 0s puntos nos que non se anule o
denominador. Como esta prohibido dividir por cero, debemos excluir na definicion
agueles puntos que fan cero o denominador.

1(x)
f@0)
nome de inversa para o produto, pois(f . ]lc) x) =f(x)- % = 1 .Hai que ter coidado co

Un caso particular de division de funcions é (}l‘) (x) = , cando f(x) #0 que recibe o

termo inversa porque habitualmente se reserva para a inversa obtida a partir da
composicion de funcions.

Tampouco é conmutativo o cociente de funcions.

Exemplos

-5
X247

1. Dadas: f(x) = 4x-5 e g(X) = X°+7 = ( ) x)) =

3

3 3
2. Dadas: f()=— € g(x) =x+1 > ( )( *) = (x+1) “x%x

2. Composicion de funcions fog

Definese a composicién de duas funcions como (f o g)(x) = f(g(x)). A anterior
operacion lese f composta con g (fixate que se le de dereita a esquerda,non de esquerda
a dereita como € habitual). Se observas a definicion daraste de conta de que a funcion da
dereita, neste caso g, é a variable independente para a funcién da esquerda, neste caso f.
E dicir, en lugar de pofier x no f hai que pofier g(x). A composicion de funciéns conduce a
outra funcion que produce o mesmo efecto que g(x) e f(x) actuando sucesivamente.
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Exemplos

1. Dadas:f(x)=x+3 eg(x)=2x-1calculafoge gof.
Eo9)(x)=F(@(x))=F(2 x-1)=(2 x-1)+3=2 x +2;

@of)(x)=9(f(x))=g(x +3) =2 (x +3)-1=2 x +5.

2. Dadasf(x)=5x-4eg(x)=x2+3calculafog egof.
(Fog)(x)=F(g(x))="f(x2 +3)=5 (x*+3)—4 =5 x> +11.
@of)(x)=gF(x))=9(5 x-4) = (5 x -4)2+ 3 =25x2—40x +19.

Dos exemplos observamos que a operacion composicion non é conmutativa en xeral,
dado que a orde na que coloquemos as funciéns cambia completamente o resultado.
Podemos compofier tantas funcibns como queiramos, sen mais que ter en conta a orde na
gue debemos ir efectuando as operacions: sempre empezaremos pola dereita e irémonos
desprazando cara 4 esquerda, cambiando en cada paso a variable independente.

Tamén é interesante descompofier funcions, é dicir, dada unha funcién complexa
descubrir que funciéns mais sinxelas a compofien. Isto facilitaranos o estudo a regra da
cadea que veremos ao tratar a derivada de funcions.

Exemplos
1) Dada h(x) = (3x -7)? descobre duas funcions f e g tales que (fog)(x)=h(x).

Para calcular f e g primeiro investigaremos na funcién a descompofier a orde na que

deben realizarse as operacions nela especificadas: neste caso, hai que multiplicar x por
3 e restalo 7; despois elevamos o resultado ao cadrado. A primeira operaciéon que hai que
realizar debe corresponderse con g, pois € a primeira funcién que actda, mentres que a
segunda operacion se correspondera con f, pois actia en segundo lugar tras facelo g. Polo
tanto, g(x)=3 x-7, f(x)=x2:

Comprobémolo: (fog)(x)=f(g(x))=F(3x-7)=(3 x=7)*

2. Atopa duas funcions f e g tales que (fog)(x) = ’2:—_1

A primeira operacion é efectuar o cociente = g(x) = 2xx_1

A segunda é sacar a raiz cadrada = f(x) = Vx

Comprobacién(fog)(x)=f(9(x))=f( - ): -
2x—1 2x—1

3. Funcions inversas

Hai unha funcién que falando dun xeito pouco matematico diremos que deixa as
cousascomo estaban , tamén € unha funcién, chamase funcion identidade e
simbolizase por: 1d(x) = x.

Pode ser que ao compofier duas funcions o resultado sexa 0 mesmo que deixar as
cousas como estaban.E dicir, partimos da variable x e volvemos a ela tras a accion
dunha e outra funcién, coma se o que fixese unha o desfixese a outra. Se isto acontece,
dise que son funcions inversas unha da outra.
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Dicimosquef*éafunciéninversadefcandoseverificaque:

Got)x)=("of)x)=x ou simbolicamente fof'=f"o f=Id.

Co simbolo Id represento a funcién identidade, definida como Id(x) =x. O nome de
funcion identidade vénlle porque a cada numero x lle asocia 0 mesmo numero X.

Como calcular a inversa dunha fun- cion?

En principio parece que temos duas f

maneiras: ou encon f of '=1d oucon f " of=1d. _
Na primeira forma deberiamos cambiar x por —~——
1(x) = na definicién de f e operar; na segunda f

teriamos que cambiar x por f(X) na definicion de f*, o que é imposible, pois non
coflecemos

a forma de f . Polo tanto, sé temos unha forma de calculala. Habitualmente o que se fai
é cambiar x por e e y por x na expresion: y = f(x), e logo despexamosy.

Finalmente cambiamos y por f*.

Exemplos

1. Calcula ainversa de f(x) = x +1
Usando £+ (Fof)(x) =F(F"(x)) =x = ' (x) 1 =x = F(x) = x 1.

En y=f(x), {; : 2: = x= y+1= y=x-1= y=f1 (x) = 1 (x) = x-1

Ainda que neste exemplo o cambio sexa mais longo, normalmente compénsase coa
claridade, pois escribir cando hai un expofiente dificulta a lectura do exercicio.

Como método para detectar se o calculo é correcto, compofiemos a funcién
orixinal co obtida, e o resultado debe ser a funcién identidade:

(Fo £7)0)=F (x-1)=(x 0)+1=x ou (Fo £)(x) =[x H1) = (x #1) 1 =x.
2. Dada y = x*+3, calcula f*(x)

y=x+3,{}, 5= x=y*3 2y =x-35 y=1Vx—3

Aqui aparécenos-un problema tipico das raices cadradas: o dobre signo sla raiz. Asi, para
un mesmo valor de x teriamos dous posibles resultados: un ao coller a parte positiva da raiz
e 0 outro ao coller a parte negativa da raiz. Se o deixamos co dobre signo, a funcion f ( x) =
x?*+3 non teria funcién inversa porque non seria unha funcién ao non nos dar unha Unica
imaxe para x. Para resolvelo recérrese a separar as partes positiva e negativa da raiz coma

se fosen funciéns independentes,escribindose

— 2 fl_l(x): Vx—3
fx) = x*+3 = {fz‘l(x)=— —
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4. Funcion exponencial

Chamase funcion exponencial a unha funcién f(x)=a, con a e R+, ( R* € conxunto formado
por todos 0s numeros reais positivos), na que a variable independente aparece como
expofiente. O nimero real a chamase base e ha de ser positivo.

Non hai que confundir a funcién exponencial coa funcion potencial f(x)=x", pois nesta a base
€ X e 0 expofiente n é fixo, mentres que na exponencial a base é fixa e varia o expofiente.

Dada a forma da funcion exponencial € doado deducir as seguintes propiedades comuns a
todas, independentemente do valor de a:

|.Dom a*=R, xa que sempre podemos elevar un nimero positivo a calquera expofiente.

Il. a*> 0, para todox € R,pois ao elevar un nimero positivo como a a calquera expofiente, o
resultado seguira sendo positivo. Recorda que

[ll. Todas as funciéns exponenciais pasaran polo punto (0,1) pois al=1.

Para obter unha representaciéon grafica da exponencial hai que distinguir dous casos:

A) Se a>1= Estudemos o caso da exponencial f(x) = 2* . Damos uns valores a x e
calculamos as imaxes correspondentes e construimos a seguinte taboa.

x |-100 [ -10 |-3 -1 0 113 10 50 100
2 1 1 1) 1 |2°%=1 | 2 | 8 |1024]|1,126-10" | 1,268-10*
2100 210 8 2 0’5

A continuacion representamos 0s puntos da gréfica (-3, 0,125) , (-1, 0,5), (0, 1), (1,
2),(3, 8) e xa nos da unha idea da gréfica, pero si queremos precisar mais sobre o aspecto
da mesma deberemos saber que pasa coas a imaxes cando tomamos valores de x cada
vez mais grandes.Para iso calculamos as imaxes de 10, 50 e 100, o calcular o valor 2'®
=1,268 -10* coa calculadora cientifica usamos a tecla x’ seguindo a secuencia 2 x’
100 = 1,268%*. Se intentas calcular 2'° na calculadora sairache unha mensaxe de erro (-
E-) pois supera o valor do nimero mais grande que pode manexar a calculadora. Sen
necesidade de calculadora parece claro que a medida que aumentemos o expofiente
aumentara 2%, pois crece o numero de veces que hai que multiplicar 2 por si mesmo.
Atento a nomenclatura:

“tomamos valores de x positivos todo lo grande que queramos” equivale a x— o e lese
x tiende a infinito.
“ As imaxes crecen dunha forma monstruosa sen limite” equivale a f>9—— oo, no caso
1
-n — HP4 H —AX
que nos ocupa 2" = Z—nw oo, e para calquera funcion exponencial f(x)=a", sendo a>1

F— poo

X— oo

Para ver que sucede cando x > —», (0 sexa cando tomamos para x valores
negativos mostruosamente grandes)acudimos a definicion de potencia negativa e
observamos que pasa cando tomamos os valores -10 , -100 e -1000 . Coa calculadora 2 x’-
100 = 7,889% , e se usas -1000, obteras 21°°=0.
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Como 0s numeros negativos que tratamos son moi grandes en valor absoluto

1

7 -n_ __
resulta entén que 2" = ano.

Ademais, a funcién y = 2*crece moi rapidamente, de ai o uso de crecemento
exponencial para indicar un crecemento desmesurado e rapidisimo. Observa a seguinte
taboa:

X 1 10 50 100

2 2 1024 | 1,126-10* | 1,268-10%

Cando x crece de 1 a 50 (multiplicar por 50), a funcion aumentade 2 a 1,126 - 10%
(multiplicar por 5,63 - 10*), o que supdn un crecemento vertixinoso.

A gréfica dunha funcién exponencial a*, co a >1 seria:

A A
/ 2X
03

N
Ao

Na parte dereita estan representadas 2* e 3 *nos mesmos eixes. Fixate que
3*crece mais a présa que 2% pois a base é maior e tamén sera maior o produto
dela consigo mesma tantas veces como queiramos: 22 = 4 < 32 = 9. Por esta

mesma razoén, 3*achégase mais rapidamente a cero que 2* cando x — —o :

> >

1

-10 _
27 = 210

1
=9,766-10%, 3= =1,695-10° = 27>3™
B) Seen a* 0<a<1, entdn os valores que toma a son decimais da forma 0,mnp...

moitos dos cales se poden escribir como fraccions que tefian o numerador menor que 0

1

. 1 _ x
denominador; unha destas pode 5 funcién seria (E) = = 2%  pois estastresformas

de escribilas son sinébnimas. A Ultima proporciénanos a mellor pista: o expofiente ten o
signo negativo e loxicamente far4 o contrario que 2%, decrece, na seguinte tdboa parece

mais claro:

X -100 | -10 -1 0 1 10 100

2->< 2100 210 21 1 2-1 2»10 2-100
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A gréfica da funcién a*, con 0 < a <1 serd como as graficas de 2* e 3™ que debuxamos a
continuacion:

0.9
N~

A funcién exponencial aparece naqueles fenébmenos nos que hai unha taxa de crecemento
ou de decrecemento constante. Vexamos alguns:

Interese composto:C(t) =C (1 +r)' sendo C, o capital inicial depositado, r 0 rédito en
tanto por cento ao que se coloca o capital e t o tempo en anos;

Evolucion dunha poboacion: P(t) =Po(1+tc)t sendo Pya poboacion inicial (a poboacion
gue se ten nunha data determinada); tc a taxa de crecemento en tanto por cento; t € o
tempo que pode medirse en anos, ou en dias, dependendo do tipo de poboacién (humana
no primeiro caso, bacterias no segundo).

Hai un montén de funciéns exponenciais, tantas como ndmeros reais positivos temos
para pofier na base. Non obstante, en Matematicas Superiores utilizase o termo
exponencial para designar a funcion e*, cuxa base é o numero e,

O numero e é quizais 0 mais importante de todas as Matematicas. Tratase dun nimero
real que ten infinitas cifras decimais non periédicas e do que podemos ter un valor
aproximado coa calculadora cientifica. A tecla € precedida de SHIFT danos un valor
aproximado de e, asi:

1 e SHIFT = 2,718281828
Se queremos calcular e® procedemos asi: 5€*SHIFT = 148,4131591...

Recordando a definicion de logaritmo neperiano dun numero, In a, como o expofiente
ao que hai que elevar a base e para obter a, entbn €™ = a, en cuxo caso a funcién
exponencial
y = a* pode escribirse asi: y = a*= (e")* = e*,

exln2z eO,693x

Segundo isto a funcién y = 2* poderiase escribir tamén como y = , € afuncion

X
y= G) = 3 = escribiriase y = e”

positivo, pois Ina >0, e se 0 < a <1 o expofiente serd negativo, pois Ina <0.

1
Inz — - f e
3 = e 1999%  opserva que se a >1 o expofiente €

Exemplos

1.Unha cidade ten unha taxa de crecemento anual do 1,5%. Escribe a funcion
exponencial do crecemento nunha base a e tamén en base e. Se se mantivese esa
taxa de crecemento, canto tempo tardaria en duplicarse a poboacion?
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Solucion:P(t) = Po(1+tc)‘= Po(1+0,015)‘= Py- 1,015t escrito ca base e vai quedar

P(t)=P, e"'"0% = Pye 201"  Para atopar o tempo que tarda en duplicarse a poboaci6n
teremos Po-1,015t=2P, = 1,015t = 2. Para resolver esta ecuacion exponencial tomaremos
logaritmos en Unha ambos os membros, para conseguir baixar o t do expofiente:

log 2
,— . = = ——=
log1,015'=log2 = t-log1015=log2 =t log 1015 46,55 anos

Exactamente 46 anos e 0,55 - 12 = 6,6 meses, e con mais exactitude 46 anos, 6
meses e 0,6 - 30 = 18 dias.

2.Laboratorios Jaquecax mediu a concentracion C no sangue dun farmaco en funcion do
tempo t transcorrido dende a sua administracién (en minutos), obtendo C(t) = Coe?"onde
Co representa a concentracion no momento da administracion do farmaco. Que

concentracion de farmaco habera no sangue pasadas duas horas dende que se administrou
o farmaco?

Solucién: Pasamos o0 tempo a minutos (2 horas = 120 minutos) e substituimos na
funcion: €(120) =C, e0005120= G, . e06=0,549C,,

Ao cabo de duas horas habera un pouco mais da metade da concentracion inicial
de farmaco.

3.Descobre as taxas de crecemento de duas poboacions P e Q de bacterias, sabendo que
as evolucidons das suas poboacions (en miles de individuos) en funcién do tempo (en

horas) vefien dadas polas funciéns P(t)=1,6-2t, Q(t) = 67,8x1,5"

Indica que poboacién ser4d maior ao cabo de 20 horas. Escribe tamén ambas as duas
funcions en base e.

Solucién: Comparando coa funcién xeral P(t)=Po (1 +tc)' obtemos:
P =P =1,6;1 +tc=2= tc =1= A taxa de crecemento de P é do 100%.

Q= P~ 67,8;1 +tc=1,5= tc =0,5 = A taxa de crecemento de Q é do 50%.
P(20) =1,6-2% =1 677721,6 miles, Q(20) =67,8x1,5” =225 452,4 miles.

Observa como a poboacion de P, ainda que empece cun menor nimero de individuos,
consegue superar a de Q nun numero non moi elevado de horas. Conforme aumente o
tempo a poboacién de P sera moitisimo maior que a de Q. Isto danos idea de que o que
realmente importa nunha funcién exponencial non € o seu valor inicial senén a sta taxa de
crecemento.

P(t) =1,6-21,6-€!"2 1,6 €% Q(t) =67,81,5'=67,8- ¢t "° =67,8.¢040%

4. O carbono 14 é un is6topo do carbono que se usa para a datacion de restos
arqueoldxicos. Desintégrase de acordo coa funcién C(t)= C, - €%°%*" | sendo a cantidade
inicial de carbono 14 presente no material e t o tempo en anos. Cantos anos han de pasar
para que a cantidade se reduza & metade? Se pasaron 10 000 anos, que fraccion da
cantidade inicial quedara?
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Solucion: Para descubrir os anos que han de pasar para que se reduza & metade deberemos

., 1 -0,000121 -0,000121 1
resolver a ecuacion: > Co=C, e = g t=5 . Tomamos In

In 1
-2
20.000121 5728,49 anos

Neste caso non temos mais que substituir o tempo polo valor indicado:

1 1
In g 0000121t InE = -0,000121t= Inz =t=

C(10000)= C, - €021 = ¢ . 02982 = 0,3 - Cy

En 10000 anos o carbono 14 queda reducido ao 30% da cantidade inicial.

Como se desprende dos exemplos, o crecemento exponencial € moi forte,
tan forte que o converte en pouco valido para reflectir a evolucién dunha poboacién
a longo prazo ou doutros fendmenos que, tarde ou cedo, acabaran estabilizandose

despois dun crecemento inicial espectacular. Para este tipo de fenébmenos
adoita ser mais apropiada unha funcion de crecemento limitado, que contén
no seu seo unha exponencial, e a sta formula é:

Funciéns de crecemento limitado f(x)=c(1—e"") ¢,k >0

5. Funcién Logaritmica: logaritmos decimais e
logaritmos neperianos

Como xa sabes, o logaritmo en base a dun numero x definese como o expofiente
n ao que hai que elevar a base a para que nos dea x: logax=n< a"=x

Loxicamente a recibe o nome de base porque é a base na ecuacion exponencial
que permite definir o logaritmo e ha de ser positivo. O ndmero x (o que hai
dentro do logaritmo) recibe o nome de argumento. Como sabes, 0s
logaritmos mais usados son 0s neperianos ou naturais e os decimais. Nos
neperianos a base € o nimero e e nos decimais é 10.

Recorda as propiedades dos logaritmos da unidade 2

Observa a seguinte taboa:

X 1020 1040 10100 101 000 101 000 000

log x 20 40 100 1000 |1 000000

Cando x crece, log x tamén o fai, ainda que dunha forma bastante mais lenta: o
paso de 10*a 10* supon multiplicar por 10%°, mentres que o paso de 20 a 40 supén
multiplicar por 2.

log,x — 0, sea>1.

Observa a seguinte taboa:

X 1020 1040 10100 101 000 101 000 000

109110 X -20 -40 -100 -1 000 |-1 000 000
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Esta capacidade para retardar o crecemento fai do logaritmo unha ferramenta moi
axeitada para a medida de magnitudes que presentan un rango de variacion enorme,
como a escala de Richter para a medida da magnitude dun terremoto; ou a lei estimulo-
sensacion ou de Fechner-Weber, que mide a sensacién producida ao ser xerado un
estimulo; ou a medida do nivel de intensidade dun son (o0s belios e os decibelios).

log,x —— -oo,sel<acx1.
X —>w
O logaritmo é unha funcion continua en todo o seu dominio.

A A
X, a>1 e* =X

(1,0)

(0,2)
_/ 0""' l nXx

00a X, O<a<l

Dada a definicion de logaritmo e as suas propiedades parece claro que hai unha estreita
relacion entre este e a exponencial, e € tan estreita porque son funcions inversas: o que fai
unha o desfai a outra.

Para que o0 vexas mais claramente representamos e* xunto con In x e a bisectriz do
primeiro cuadrante (que é a gréfica da funcién identidade). Observa que se dobramos
o papel pola bisectriz a grafica exponencial coincide coa logaritmica.

Imos comprobar que Inx e e*son inversas; antes de compofier recorda, da definicién de
logaritmo, que se y = Inx entdén x = €= e""*, polo tanto:

Gn oe)(x):ln(eX):x-Ine =x1=x (60|n) |I’IX —e™=y
Representa
Solucion:

y = In x -3 sofre un desprazamento vertical cara a abaixo con respecto a In x ao restarlle
3 & ordenada. Agora o punto de corte da funcién co eixe X serd:y =0=1Inx-3=0=Inx =3 =

x =e®= punto (¢°,0), e* ~ 20,09.

y = In(x +5) sofre un desprazamento horizontal cara & esquerda con respecto In x ao
sumar 5 no argumento. O punto de corte co eixe X é y = 0 In(x +5) =0 = x +5 =’ = x + 5 =1
= X =—-4 = punto (-4,0).

Esta funcion curta tamén ao eixe Y, pois f(0) = In5 = (0, In5)

10
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6. Funciéns trigonomeétricas
o
C
A
A
B B'

O teorema de Thales aplicado en triangulos rectangulos semellantes danos as seguintes
BC BC 4B 4B’ . .
= 0 que leva a pensar que estas cantidades poden asociarse

igualdades = =— ,—==—
" AC AB 'AC AC
dalgun xeito ao angulo do vértice A.

Asi se definen as razéns trigonométricas do angulo A como:

cateto contiguo

~ _ BC _ cateto oposto

senA=—==
AC hipotenusa

Al

,cosA = :
hipotenusa

. . A senA _ cateto oposto
Definese ainda outra como tgA = — = P
cosA  cateto contiguo

Duas observacions:
1) Como se deduce da definicibn, as razéns trigonométricas non tefien unidadesde
medida, xa que son cocientes de lonxitudes.

2) Os angulos hai que medilos en radians. O radian ideouse para:

a) Ter unha medida de angulos en base 10, porque 0s graos, minutos e segundos son
unidades sesaxesimais (base 60), o que produce dificultades a hora de pasar dunha

a outra unidade,
11
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b) para que a lonxitude de arco se calcule mediante a sinxela formula L =o.-r onde a é

0 angulo abranguido polo arco e r o raio da circunferencia. Recorda que cando o

. . . . , angulo
angulo se mide en sesaxesimal a lonxitude do arco €: L= 3600 211

Isto dltimo permitenos establecer unha relaciéon entre—a medida de &ngulos en
sesaxesimal e en radians, pois os 360° que abrangue unha circunferencia son 2 « radians, o
2m T .
gue nos permite usar a proporcion 3600 = 1g00 * Deste modo, para pasar de sesaxesimal a
radians multiplicamos porm e para pasar de radians a sesaxesimal multiplicaremos por
180°

T

A continuacion incluimos unha pequena taboa coa equivalencia dos angulos mais
empregados:

Sesaxesimal o° 300  45° 60° 90° 180° 270° 360°
Radians 0 /6 /4 /3 /2 T 32 2w

Observa que os radians adoitan escribirse en funcién de =n. Na calculadora cando
usamos 0s graos sesaxesimais aparece D ou DEG na pantalla, e candousamos radians
aparece R ou RAD. Para usar unhas ou outras unidades hai que pulsar MODE e algun
namero: iso hai que miralo no manual da calculadora, ainda que algunhas traen unha
lenda baixo a pantalla como recordatorio.

Para calcular os valores das razéns trigopnométricas escollese un triangulo rectangulo
inscrito nunha circunferencia goniométrica (literalmente, para medir angulos). Tratase
dunha circunferencia que ten un sistema de eixes cartesianos con orixe no centro da
circunferencia e o raio da cal mide 1:

Y
2° cuadrante X,Y) 1° cuadrante
seno >0 seno >0
coseno <0 1 coseno >0
tanxente <0 tanxente >0

—— X

3 °cuadrante
seno<0
coseno <0
tanxente >0

4° cuadrante
seno <0
coseno >0
tanxente <0

12
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Os puntos da circunferencia terdn por coordenadas (X, y) e aplicando as definicidbns anteriores
neste triangulo e dado que a hipotenusa, que € o raio da circunferencia, mide 1, obtense:
c. oposto _ y

seno =cateto oposto =y, cosa = cateto contiguo =x, tgo = ———— = =
c.contiguo X

FOMDO SOCIAL
EURCPED

Usando o teorema de Pitagoras e tendo en conta que os catetos coinciden coas razons
trigonométricas seno e coseno e que a hipotenusa vale 1, chégase a unha relacion
fundamental:

(sen)?+(cosa)’ =1= sen’o +cos’a =1

Para determinar as razons trigonométricas usaremos a calculadora, na queparas as teclas sin,

COS e tan ainda que convén que aprendas 0s seguin-tes valores, que son doados de ver no
debuxo da circunferencia goniométrica:

Angulo 0° /2=90° 7=180° 3m/2=270° 2m=360°
sen a 0 1 0 -1 0
COoS «a 1 0 -1 0 1
tag a 0 Non hai 0 Non hai 0

Da relacion anterior para 0 seno e 0 coseno esta claro que nin seno nin coseno poden ser
maiores que 1, porque ao elevalos ao cadrado quedaria unha cantidade maior que un, o que
irfa contra a igualdade. Tampouco poden ser menores que -1, pois ao elevalos ao cadrado nos
darian tamén cantidades maiores que 1. Podemos escribir polo tanto que:

—-1<sena <1, -1<cosa <1, e ademais, cando o seno vale 1 ou -1 o coseno valerd 0, e &

inversa, cando o coseno vale 1 ou -1, o seno vale 0 . En cambio a tanxente non esta acoutada.
T[ I'e - - 4 1 - - - . T[
Observa que para > obteriase pola definicion o 0 due nos leva a dicir que hai imaxe para =

2
3m
pero xa falaremos do que pasa cando nos acheguemos a ese valor e tamen a ~,~

Un valor interesante para a tanxente € o de 7 rad = 45°. Como 45° é a inclinacién da bisectriz do
. . o , , T T
leiro cuadrante, nesta recta a abscisa e a ordenada coinciden, tamén o faran en senZ e cosz
s
polo que th =1.
A circunferencia goniométrica permitenos representar as funciéons seno e coseno e tamén achar

algunhas propiedades importantes:

13
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a grafica do seno, chamada sinusoide, dedlicese que 0 anaco que representamos, que é
0 que vai de 0 a 2r, repitese unha e outra vez, pois ao pasar de 2 © o que facemos é dar
voltas a circunferencia, obténdose de novo os mesmos valores. Por esta razén dise que o
seno € unha funcién periddica, de periodo 2xn, que é o angulo que hai que xirar para que
volvan repetirse os valores.

Abreviadamente sen(o +27)=sen a.

, , s
O coseno ten a mesma forma, ainda que empeza valendo 1 (esta desprazada > rad con

respecto ao seno), e o mesmo periodo, polo que escribiremos €08 (@ + 27) = cos &

A tanxente non se parece a ningunha das anteriores.

Y

|
Gl
o

a
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Vale 0 semp?re que o vale o seno. A medida que nos achegamos a% esquerda (angulos do 1°
cuadrante) o coseno achégase a 0 con numeros positivos € 0 seno a 1, polo que a tanxente
tenderd a « . Se nos achegamos a% pola dereita (dngulos do 2° cuadrante), o coseno achégase
a 0 pero con nimeros negativos e 0 seno achégase a 1, polo que a tanxente tende a x =— «. Polo
tanto x = %, € unha asintota vertical da tanxente.

3 . p
En =— temos que pola esquerda, o coseno e 0 seno son negativos (estan no 3° cuadrante) polo
2

que a tanxente tendera a «, mentres que pola dereita o coseno é positivo e 0 seno negativo, co

. 3r , .
que a tanxente se vai a —«. A recta X =7 € outra asintota vertical da tanxente. Igual lle sucede
en x= EL , X= 7 € dicir, a tanxente ten infinitas asintotas verticais, pasando a s devanditas
2 2

‘ . . - . s ., +(2n+)mw
asintotas por puntos cuxa abscisa é un multiplo impar de —, tendo por ecuacions x = ——— .
2

Como as asintotas verticais van de = a 3% , por exemplo , o periodo datanxente é de 3m .
2 2 2

T =T _ ; rad, repitindose os valores da tanxente cada media volta & circunferencia.
2 2

O seguinte paso é definir as funciéns trigonométricas sen x, cos x e tag x, verificando esta

L senx ., ., . . o
tltima que tgx = .As funcions responden a unha abstraccion das razons trigonometricas e
C

0SX
conservan as propiedades que tefien ditas razons, que son:

a) O dominio das funciéns seno e coseno é todo R, e 0 da tanxente serd R — {i W}

pois como vimos temos que excluir os puntos  cuxa abscisa sexa mdaltiplo impar de I .
2

Isto fai que as tres sexan continuas nos seus respectivos dominios.

b) sen?x + cos?x =1 = —1<senx <1, —1< cosx <1=As funcidns seno e coseno estan acoutadas
superiormente por 1 e inferiormente por -1, mentres que a funcion tanxente non esta
acoutada. Dise que a amplitude do seno e do coseno vale 1.

c)As tres son funcions periédicas: seno e coseno tefien de periodo 2= rad e a tanxente «

rad: sen(x +27 )= senx, cos(x +21 ) = cosx, tg(x +7) = tgx.
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